Insinoorimatematiikka: Differentiaaliyhtalot

Demonstraatio 2, 28.2.2023

1. Ksytd Laplace-muunnoksia differentiaaliyhtilon v’ + 2y = 1 + €®! ratkaisemi-
seksi reunaehdolla y(0) = 1.

Mallivastaus: Merkitdén Y = L[y(t)], jolloin Laplace-muunnokset laskemalla
saadaan sY —142Y = % + ﬁ Jja tasta

1 1 1
s+ 2 + s(s+2) * (s+2)(s—3)
Taulukon mukaan kaantimalla saadaan
1 1 1 3 1
Pt = e (e 1)+ () = S e

2. Ratkaise differentiaaliyhtils i + 322y = 22

Mallivastaus: Ratkaistaan ensin homogeeninen DY

/

Y+ 3%y =0s LA —322,
Y
josta y = Ce®". Tamén jilkeen kiiytetdifin yritettd y = C’(az)e”s3 (vakion

variointi), josta saadaan DY

3

C”(av)e_gﬁ3 + (7(35)(—3:62)6_’”3 + 33:2(7(33)6_9”3 =22 & C'(z) = 2%e% .

Téstd saadaan integroimalla C'(x) = %ex?’ + C ja edelleen
3 1
=Ce™ 4 =
Y e + 3

3. Ratkaise differentiaaliyhtilé 2zy’ 4+ y = 222/z.
Mallivastaus: Ratkaistaan ensin homogeeninen DY
20y +y=0cy=Cr 2.
Vakion variointi y = C(x)xfé tuottaa DY:n

22(C'(z)x "2 — C’(m)%x_%) + ()72 = 222z & C'(2) = 2.

Téstd saadaan C(z) = 2% + C, joten

4. Olkoon A € R. Etsi differentiaaliyhtélolle
Yy —2xy + Ay =0

sarjaratkaisut alkuehdoilla y(0) = 1, ' (0) = 0 ja alkuehdoilla y(0) = 0, ¢'(0) =
1. Mill4 vakion X arvoilla 16ytyy ratkaisu, joka on polynomifunktio? Ohje: Oleta
funktion y olevan muotoa
oo
y = Z a’nxna
n=0



derivoi termeittdin derivaattaa y’ varten ja toisen kerran y”:a varten. Sijoita
nédin saadut lausekkeet differentiaaliyhtdloon, nosta/laske summausindekseji
sopivasti ja padttele miten kerroin a,4o riippuu kertoimesta a,. Kirjoita sarjan
muutama ensimmainen termi nakyviin.

Mallivastaus: Olkoon

o
y= g anx"”
n=0

josta
(o]
y/ — Znanxn—l’
n=0
o0
xy = Znanxn
n=0
ja
(o] o
Y’ = Zn(n — Daya™ 2 = Z(n +2)(n + 1)ap21™.
n=2 n=0
Taten

Y =2y + Ny = Z ((n +2)(n+ 1aps2 + (A — 2n)an) "

n=0

Télloin kaikilla n:n arvoilla pitéd olla
(n+2)(n+ 1Dapt2 + (A —2n)a, =0,

josta
" _ (2n—Na,
T ¥ 2)(n+ 1)

—A 2-\ 4-) 4-X)(=\ 6\
Niin ollen ay = 57a0, a3 = S5 a1, a4 = 3a2 = %ao, as = T raz =

parittomat termit erikseen saadaan

ag, jne. Ryhmittelemalld parilliset ja

y = a0(1+_7)\x2+ (4_2?(_/\)x4+ (8_)\)(46!_ A)(_A)xﬁ—k...)
22 5, (62M2=N) 5 A0-NE-NE-A) -

3] 5! v 71

+ ai(x+

+.)

Kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua saadaan valitsemalla esim. ensin
(ag,a1) = (0,1) ja sitten (ap,a1) = (1,0). Polynomaalinen ratkaisu on mah-
dollinen jos A\ = 2M on parillinen luku; talléin jommassa kummassa sarjassa
termit ovat jostain rajasta alkaen nollia.

. Ratkaise differentiaaliyhtils ¢’ = xe™Y.

Mallivastaus: Yhtalo on separoituva:

d 1
di:xe_y@eydy:xdx@/eydy:/fcdm—l—C<:>ey:2x2+C,

josta y = In(32% + C).



6. Ratkaise differentiaaliyhtils ' = (z + 1)(y + 1)

Mallivastaus: Yhtdlo on separoituva.

d 1
y = @+D+D e —mdy=(o+1)ds

1
& /dy—/(:c+l)dm—|—0(:>1n|y—|—1 fx +x+C.

Tastd saadaan )
1.2
ly 4 1] = e2® to+C

joten mikali y > —1, on

=1+ efz 24a4+C

Jos taas y < —1, on

y=—-1-— e%x2+x+c’
Jos y = —1 on vakio, ei jakaminen alussa onnistu mutta voidaan todeta etta
y = —1 on kuitenkin ratkaisu.

a) Myrkytyspotilaan veressi on 8 mg/1 vierasta ainetta ja potilaan veren koko-
naisméadriksi otaksutaan 5 l. Potilaan elimistd pystyy poistamaan ainetta 0, 02
mg minuutissa. Laske kuinka pian haitallisen aineen maard on pudonnut alle
turvallisen rajan 0,1 mg/l.

b) Potilaan verta kierratetdén 20 ml/min dialyysilaitteen kautta, jonka suoda-
tin poistaa 50% haitallisesta aineesta koko ajan. Kirjoita differentiaaliyhtilo
veresséd olevan vieraan aineen méirélle M (t) (mg), ratkaise se ja selvitd koska
pitoisuus on alle turvallisen rajan.

Mallivastaus a) M'(t) = —0,02, josta M(t) = —0,02t + C, ja sijoittamalla
t = 0 saadaan 5 -8 = 40 = C. Turvallinen arvo merkitsee kokonaisméaéria 0,5
mg ja tdmén saavuttaminen voidaan selvittdd yhtalosta

39,5

—0,02t +40 = 0,5 < ¢ =
, Ot + ’ 0,02

= 1975

(1975 min= 1 d 8 h 55 min).

b) Haitallisen aineen mé&érd millilitraa kohti on M (¢)/5000, joten poistuma
M(t)

minuutissa on 20 - w555 + 0, 02. Toisaalta palautuva mééard minuutissa on 50%
laitteeseen poistuvasta méadristéd, joten differentiaaliyhtéld on

iy L 1 ey — — e —
M(t) = = s M(t) - OO2+O525OM(t)<:>M(t)_ =5 M (1) — 0,02

Yhtélo on vakiokertoiminen lineaarinen 1. kertaluvun differentiaaliyht&ld, jonka
ratkaisu voidaan saada luennolla esitettyyn tapaan (Laplace-muunnos tai 1. kl.
lin. DY ratkaisumenetelma):

M(t) = 50e 500" — 10
Raja 0,5 saavutetaan kun
50e 500! — 10 = 0, 5,

mika tapahtuu, kun
_1, 10,5
e 5000 —

50

<t~ 780
(n. 13 h)



8. Ratkaise differentiaaliyhtilé 322 + 2xy + 3 + (22 — 4y)y’ = 0. Ohje: Yhtils on
eksakti.

Mallivastaus: Koska %(3502 +2zy+3) =2z = %(:1:2 — 4y), on yhtéls eksakti
ja ratkaisua varten etsitddn funktio F, jolle pétee
{ %—f = 322 +22y+3
8—5 x? — 4y.

Ylemmin yhtilon perusteella F' = 23 + 2%y + 32 + C(y), josta %% =22+ C'(y)
ja alemman yht#lén perusteella C’(y) = —4y ja edelleen C(y) = —2y* + C.
Differentiaaliyhtélon implisiittinen ratkaisu on téten

23+ 2%y+ 32z - 2% =D.

9. Newtonin toisen liikelain mukaan kappaleeseen vaikuttavien voimien summa
F on yhtésuuri kuin kappaleen liikeméadrin p = mv muutosnopeus, siis F' =
%(mv). Jos kappaleen massa pysyy vakiona, voidaan tdma kirjoittaa muotoon
F = m%v = ma, mutta muuttuvan massan tapauksessa on kiytettavéd tulon
derivointisdantoa.

Kirjoita Newtonin lain mukainen liikeyhtéld kuvaamaan tilannetta, jossa maan
pinnalta ldhetettdvadn avaruusrakettiin vaikuttavat voimat ovat ainoastaan
moottorin tyontévoima F' sekd maan gravitaatiovoima. Oletetaan, ettd tydn-
tovoima F' pysyy vakiona ja samalla raketin massa m vidhenee tasaisesti polt-

toaineen huvetessa: m = mgy — kt (k kuvaa polttoaineen kulutusnopeutta).

Kirjoita yhtdlo siten, ettd tuntematon funktio s edustaa raketin etdisyytta
maan keskipisteesta. Esitd gravitaation suuruus Newtonin gravitaatiolain mu-
kaisessa muodossa Gkgzm, missd M on maan ja m on raketin massa ja s mas-
sakeskipisteiden vilinen etdisyys. Yhtdlod ei tarvitse ratkaista, mutta selvita
mitd menetelmid saadun differentiaaliyhtélon ratkaisemiseksi kurssilla on tois-

taiseksi esitetty (jos yhtaén).

Mallivastaus: p g M
m v m
— —=F-G ,
a ' 2
joka voidaan kirjoittaa muotoon
M — Kkt
—kv+ (mg — kt)v' = F — G%
S
ja edelleen
M — kt
(mo — kt)s" —ks' = F — G(m072).
S

Tehtévan differentiaaliyhtélo on "rakettitiedettd” ja vaikea ratkaista. Kurssilla
ei ole esitetty suoria menetelmia sen ratkaisemiseksi.
DY voidaan kirjoittaa muotoon

" c / F GM
2 )

s — s = —
mg — kt mg — kt s

ja tésté linearisoitu DY
1 k / F
s

=
mo — kt mo — kt

osataan ratkaista kurssilla esitetyilla menetelmilld, kun sijoitetaan s’ = v, jos-
ta s” = ¢/. Kun linearisoidulle versiolle on ldydetty jokin ratkaisu sy, voidaan
alkuperdisen DY:n ratkaisua yrittdd etsid jollakin funktion sy sisdltévalla yrit-

teelld, mutta tdmai ei kuitenkaan takaa ratkaisun 16ytymisté.



