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Diracin d-funktio

"Maaritelma”

5(x):{ 0, kunx#0

00, kunx =0

Maaritelma

/00 f(x)d(x — xp) dx = f(xp).

Laplace-muunnos

L[o(t — x0)](s)
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Naytepisteet

Jos x(t) on jatkuva signaali, ja T naytteenottovali, maaritelldan
diskretisoitu signaali

xp(t) =Y x(nT)é(t — nT).

n=0

Talle Laplace-muunnos on

WE

Llxp(t)](s) = x(nT)L[o(t — nT)](s)
n=0
= > x(nT)e """ => x(nT)z",
n=0 n=0

sT

missa on merkitty z = e
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Z-muunnos on

Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Jonon xg, x1, X2,

Z[xn)(z Zx,, -

Funktion x(s) Z-muunnos on jonon x, = x(nT)
.}) Z-muunnos kun T on kiinnitetty.

i )
(ne{0,1,2,3,..
n
zZ

jonolle 3" on
1

Z[an](z Zan —n:Z g)n: —
n=0

)

zZ—a

N v
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kun |a| < |z|.
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Ominaisuuksia

Lineaarisuus:

Zlafy + Benl(2) = aZ[f](2) + SZ[gnl(2)

Aikasiirto:
Zlfa+1](z) = Z fopr1z7" = Z foz="l = 2 Z f,z7"
n=0 n=1 n=1
= Z(Z faz7" — fy) = zZ[fy] — foz,
n=0

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 7 5 of 15



Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Ominaisuuksia

Z[fn+2](z) = Z fn+22_n = Z f‘nz_n—"_2 =2z Z i7"
n=0 n=2 n=1

= 22(2 fe e = fo) = zzZ[fn] — iz — 2%,
n=0
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Differenssiyhtalot
Maaritellaan Ay, = yp+1 — V¥n, jolloin

Yn=Yn—2 — Yn+1 — Yn+1 — Yn) = Yn+2 — 2Yn+1 T Yn
A2 ( ) 2Yni1 +

A3Yn = Yn4+3 — 2}/n—|—2 + Ynt+1 — (Yn+2 - 2Yn+1 T+ }/n)
= Yn4+3 — 3yn+2 + 3}/n+1 — Yn
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Differenssiyhtalot

Yhtalo
Yotk + ak—1Yntk—1 + - -+ a0Yn = X1 + bj—iXpp1—1 + ... + boxo

Maarittaa diskreetin lineaarisen jarjestelman.

Differenssiyhtalot

Olettaen jonojen alkutermit nolliksi, Z-muunnoksilla saadaan
Y(z) = G(z)X(z). Stabiilisuusehtona on etta funktion G(z) navat
toteuttavat |z| < 1.

X0 =1, Xpt1 = axp.
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Esimerkki: Fibonaccin luvut

Fn+2:Fn+1+Fna F0:F1:17

josta Z-muunnokset laskemalla (ja merkitsemalld
Z[F,)(z) = Fn(z)) saadaan

22Fn(2) — 2z — 22 = zFp(2) — z + Fu(2),

josta R
(22 —z—1)F,(2) = 2°
Jja
= 72 1
F = p—
() 2-z-1 1-1-3%
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Osamurtohajotelmilla (merk. v = %) saadaan
~ 1
Falz) = 1—u—u?
1 1 1
= ()
b—a u—a u—2_p
1 1 1
_ 1 ( z  z )
- B-a'l—az 1-8z
_ 1 1 z 1 z
- B_O[(a af]__ _B B,l_z)
missa o = _1;‘/5 jap= _1‘2“@
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Kaanteinen Z-muunnos

Fo = gealataT+4715)
/5 1 — /By nt+l
= ()=
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Numeeriset menetelmat (DY)

y'=1(t,y).

Funktion arvoja yo, y1, y2, ... lasketaan aikoina ty, t; = ty + h,
to =ty + 2h, ... tiy1 = tj + h siten etta funktio y korvataan
lineaarisella approksimaatiolla:

Yit1 = yi + hy'(t;) = yi + h- f(ti, yi).

v

Differentiaaliyhtilolle y’ = y reunaehdolla yp = y(0) = 1 saadaan
yhdella kierroksella y; =1+ h.

.
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Numeeriset menetelmat
Runge-Kutta -menetelma(t)

o ki = f(ti,yi)h

o ko= f(ti+ Sh,yi + 2hky)

o k3= f(ti+ 3h,yi + 2hko)

@ kg = f(t; + h,y; + hks)

® yiy1 =i+ &(ki + 2ko + 2k3 + ks)

Differentiaaliyhtildlle y’ = y reunaehdolla y(0) = 1 saadaan
yhdella kierroksella

1 1 1
—14+h+ -+ P+ —heh
)41 -+ +2 —1-6 +24 €
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Numeeriset menetelmat

Mainitut numeeriset menetelmat toimivat myos DY-ryhmille
x' = F(x,t)

Toisinaan voidaan uusia funktiolta lisaamalla pienentaa
differentiaaliyhtaloiden kertalukua.
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Numeeriset menetelmat

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtalo

x" 4+ 2x" +3x =5t
voidaan sijoituksella x’ = y muuntaa DY-pariksi. Talloin siis
x" =y’ joten y' +2y + 3x = 5t ja X' = y, josta yhtapitava
DY-pari on

xX =y
y! = —3x—-2y—5t
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