Insinoorimatematiikka: Diskreetti matematiikka

Demonstraatio 2, 28.2.2023

1. Osoita, ettéd reaalilukuvili (0,1) on yhtd mahtava joukon R kanssa. Toisin sa-
noen, etsi jokin bijektio f : (0,1) — R tai f : R — (0,1). Vihje: voit sovel-
taa esim. funktiota arctan, jotain rationaalifunktiota tai eksponenttifunktion
ja rationaalifunktion yhdistelméa.

2. Osoita, ettd }QA‘ = 2141 kun joukko A on #érellinen. Ohje: Tee joukon A al-
kioista rivi aq, ..., a,. Miké tahansa joukon A osajoukko voidaan valita "poi-
mimalla” ndistd jotkut mukaan ja jattdméalla muut pois. Kuinka monta tapaa
on “poimia” jokin osajoukko?

3. Liitetddn reaalilukujen joukkoon alkio —oo ja sovitaan, ettd —oo < z ja ettd
—00 + x = —o0 aina, kun x € R. Maéaritellaan uudeksi yhteenlaskuksi z @y =
max{z,y} ja uudeksi kertolaskuksi  ® y = 2 + y. Tuleeko joukosta RU {—oo}
uusien laskutoimitusten suhteen puolirengas (rengas jossa ei valttaméttéa ole
additiivista vasta-alkioita)?

4. Olkoon H ryhmin G aliryhmé. Osoita etté jokainen ryhmin H sivuluokka a H
on yhtd mahtava kuin H. Ohje: Osoita, ettd funktio f : H — aH, f(h) = ah
on bijektio.

5. Osoita, ettd adrellisessd ryhmissd G aliryhmén kertaluku |H| jakaa aina koko
ryhmén kertaluvun |G|. Ohje: Aliryhmén H sivuluokat peittavit koko ryhmén
G eiké niilld ole yhteisid alkioita (miksi?).

6. Olkoon R jokin rengas ja I sen ihanne. Osoita, ettd ehdolla x —y € I méaritelty
relaatio z = y on kongruenssi renkaassa R. Ohje: Ensin pitdd osoittaa, ettd
xr = y on ekvivalenssirelaatio, ja sitten ettd tdmé& on yhteensopiva renkaan
yhteen- ja kertolaskun suhteen.

7. Laadi viiden alkion kunnan F5 kertotaulu. Ohje: F5 = Z/5Z.

8. Olkoon Fy = {0, 1} kahden alkion kunta. Osoita etti polynomi x3+x+1 € Fy[z]
on jaoton. Ohje: Jos polynomi olisi jaollinen, silld olisi nollakohta kunnassa Fy
(miksi?). Esitd jokin toinen kolmannen asteen polynomi, joka on my0s jaoton.

9. Laadi kertotaulu kahdeksan alkion kunnalle kiyttdmalld edellisen tehtédvan jao-
tonta polynomia. Ohje: Luentoesimerkki neljdn alkion kunnasta.



