Insinoorimatematiikka: Diskreetti matematiikka

Demonstraatio 2, 28.2.2023

1. Osoita, ettéd reaalilukuvéli (0,1) on yhtd mahtava joukon R kanssa. Toisin sa-
noen, etsi jokin bijektio f : (0,1) — R tai f : R — (0,1). Vihje: voit sovel-
taa esim. funktiota arctan, jotain rationaalifunktiota tai eksponenttifunktion
ja rationaalifunktion yhdistelméa.

Mallivastaus: Tunnetusti arctan : R — (-7, §) on bijektio. Bijektio (-3, §) —
(0,1) saadaan helposti ensimmaisen asteen polynomifunktiona g(z) = %JB + %,
joten esimerkiksi f(x) = %aretanx + % on kysytty bijektio R — (0, 1).

Mybs f(z) = L+ —L; on ehdot toteuttava bijektio (0,1) — R, koska 1)
lim, 04 f(z) = o0 ja limy1— f(x) = —oo, siis f saa miten tahansa suu-
ria ja pienid arvoja, 2) f on jatkuva valilld (0,1) ja 3) f on vdhenevi, koska
fl(z) = —x—lg — ﬁ < 0. Kohtien 1) ja 2) perusteella f on surjektio ja kohdan
3) perusteella injektio.

2. Osoita, ettd }QA‘ = 2141 kun joukko A on #érellinen. Ohje: Tee joukon A al-

kioista rivi aq, ..., a,. Miké tahansa joukon A osajoukko voidaan valita "poi-
mimalla” néistd jotkut mukaan ja jattdmaéalld muut pois. Kuinka monta tapaa
on “poimia” jokin osajoukko?
Mallivastaus: Merkitddn alkiot aq, ..., a, jonoon ja tdméin jonon alapuolelle
n-pituinen nollista ja ykkosistd koostuva jono, jossa 1 merkitsee osajoukkoon
valintaa ja 0 sen ulkopuolelle jattdmistd. Néin ollen kaikki joukon A osajoukot
voidaan eksaktisti méaritella n-pituisilla bittijonoilla. Koska naitd on 2" kpl,
on osajoukkoja sama méaara.

Sama asia toisin: Médritelldan funktio f : 24 — {0, 1}14] seuraavasti: Jokaista
X C A olkoon

F(X) = (xx(a1), xx (a2), - .., xx(an)),
missé yx on osajoukon X karakteristinen funktio, jolle xx(a) =1, jos a € X

ja xx(a) =0 jos a ¢ X. Suoraviivaisesti voidaan todeta, ettid f on bijektio ja
siksi [24] = [{0, 1}4I| = 2141,

3. Liitetddn reaalilukujen joukkoon alkio —oo ja sovitaan, ettd —oo < x ja ettd

—0o0 + x = —o0 aina, kun x € R. Maé&ritelladn uudeksi yhteenlaskuksi z @y =
max{z,y} ja uudeksi kertolaskuksi z ® y = x + y. Tuleeko joukosta RU {—o0}
uusien laskutoimitusten suhteen puolirengas (rengas jossa ei valttamétta ole
additiivista vasta-alkioita)?
Mallivastaus: Uusien laskutoimitusten suhteen saadaan puolirengas. Uuden
kertolaskun vaihdannais- ja assosiatiiviominaisuudet ovat selvét, koska ne pé-
teviit “vanhalle” yhteenlaskulle, ts. (z®@y)®z=(x+y)+z=z+ (y+2) =
x® (y ® z), jne. Voidaan myos todeta, ettd max{z,y} = max{y,x} ja ettd
max{z, max{y, z}} = max{max{xz,y},z} (vaikka jotkut symboleista olisivat
= —00), joten my0s uusi yhteenlasku on vaihdannainen ja assosiatiivinen.

Distributiivilakia varten huomataan, etté
z® (y® z) =z + max{y, z}

ja ettd
(z@y)®(r®2) =max{z +y,z+ 2},

mitkd ovat selvésti samansuuruiset. Neutraalialkio "uuden” yhteenlaskun suh-
teen on —oo, koska —oo @ x = max{—oo,z} = .



4. Olkoon H ryhmén G aliryhmé. Osoita etté jokainen ryhmén H sivuluokka a H
on yhtd mahtava kuin H. Ohje: Osoita, ettd funktio f : H — aH, f(h) = ah
on bijektio.

Mallivastaus: Ohjeessa mainittu funktio on injektio, koska f(h1) = f(h2) <
ahi1 = aho < hi = ho. Viimeisin ekvivalenssi perustuu siihen, ettd alkiolla a
on ryhmiéssé kidnteisalkio.

Funktio f: H — aH, f(h) = ah on sivuluokan méiritelmén mukaan surjektio.

5. Osoita, ettd ddrellisessd ryhméssd G aliryhmén kertaluku |H| jakaa aina koko
ryhmén kertaluvun |G|. Ohje: Aliryvhmén H sivuluokat peittivit koko ryhmén
G eikd niilld ole yhteisid alkioita (miksi?).

Mallivastaus: Jokainen ryhmén g alkio kuuluu johonkin sivuluokkaan, silla
aliryhméssd H on myos ykkosalkio 1, ja siis ¢ = gl € gH. Jos toisaalta
g1H # goH, mutta jokin g € g1H N goH, olisi g = g1h1 = ga2hs, ja néin ollen
g1 = gghghl_l € goH, mista seuraisi ettd gy H = go H. Niin ollen sivuluokilla ei
voi olla yhteisia alkioita.

Huomautus: Luennolla todettiin, ettd g1 ~ g2 < g1H = goH on ekvivalenssi-
relaatio. Sivuluokkien erillisyys voidaan todeta siis myos tatd kautta.

Edellamainitun perusteella ryhmé G voidaan jakaa sivuluokkiin:
G=gHUgpHU...Ug,H,

joilla ei ole yhteisis alkiota. Toisaalta kuitenkin jokaisessa sivuluokassa on yhta
monta alkiota (edellinen teht&va). Néin ollen |G| = n |H|, siis |H| jakaa luvun

|Gl

6. Olkoon R jokin rengas ja I sen ihanne. Osoita, ettd ehdolla x —y € I maaritelty
relaatio £ = y on kongruenssi renkaassa R. Ohje: Ensin pitdd osoittaa, ettéd
x = y on ekvivalenssirelaatio, ja sitten ettd tdmé& on yhteensopiva renkaan
yvhteen- ja kertolaskun suhteen.

Mallivastaus: 1) Koska x — 2 = 0 € I (nolla-alkio kuuluu alirenkaaseen), on
x = x ja siksi relaatio on refleksiivinen.

2) Olkoon x = y, jolloin siis © —y € I. Koska I on alirengas, on myés y —z € I
ja siis relaatio on symmetrinen.

3) Olkoon x =y jay =z Téllinz —z=x—y+y—z2€ I, koskax —y el
jay — z € I. Néin ollen relaatio on transitiivinen.

Oletetaan sitten, ettd z = y ja z = w. Tall6in x4+ z—(y+w) = (z—y)+(z—w) €
I,joten z+z = y+w. Lisdksi zz—yw = xz—yz+yz—yw = (x—y)z+y(z—w) €
I. Taten zz = yw, siis relaatio on yhteesopiva yhteen- ja kertolaskun suhteen

7. Laadi viiden alkion kunnan Fj5 kertotaulu. Ohje: F5 = Z/5Z.

Vastaus: Koska 5 on alkuluku, saadaan viiden alkion kunta jad&nndsluokka-
renkaana Z/5Z. Tavan mukaan voidaan jéttdéd nolla pois kertotaulusta. Esim.

3:-4=3-4=12=2, jne.
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8. Olkoon Fy = {0, 1} kahden alkion kunta. Osoita ettd polynomi 3 +z+1 € Fa[z]

on jaoton. Ohje: Jos polynomi olisi jaollinen, silld olisi nollakohta kunnassa Fy
(miksi?). Esitd jokin toinen kolmannen asteen polynomi, joka on my0s jaoton.

Mallivastaus: Jos merkitiin p(z) = z3+x+1,0n p(0) = 1jap(l) = 1+1+1 =1
kunnassa Fy. Néin ollen polynomilla p(z) ei ole nollakohtia eiki siksi myoskaan
ensimmaiisen asteen tekijad. Témén vuoksi p(z) on jaoton. Sama pitee myos
polynomille 23 + z2 + 1.

. Laadi kertotaulu kahdeksan alkion kunnalle kiyttdméalla edellisen tehtévan jao-
tonta polynomia. Ohje: Luentoesimerkki neljan alkion kunnasta.

Mallivastaus: Kunnan Fg alkiot saadaan tekijirakenteena Fo[z]/(z3 4+ 2 + 1),
jolloin kaikki ihanteen I = (2% 4+ x + 1) sivuluokat voidaan esittid kiyttamalla
korkeintaan toisen asteen polynomeja sivuluokkien edustajina. Namé& ovat 0,
Lz, x+1, 2% 22 +1, 22 + 2, ja 22 + = + 1. Muodostetaan kertotaulu niiti
edustajia kiyttamalla.

Esim. (z+1+1)(224+1) = 23+ 2% +1 = 3 +a+1+22+2+1+1 = 22+ 2 +1+1.
Kertotaulussa jatetdan yleensd I merkitsematta.

Myés esim. 2 = a® +x+ 14+ +1l=a+1ljaat =2+ 22+ +22+2 =
(@ +a+1)+22+z=2>+2 koska x(23 +2x+1) €[
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