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Relaatiot: Johdanto

Funktioita R — R:
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Relaatiot: Johdanto

Funktioita R — R:
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Relaatiot: Johdanto

Funktioita R — R:
o f(x)=x>+3x+2
o f(x)=|x|
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Relaatiot: Johdanto

Funktioita R — R:
o f(x)=x>+3x+2
o f(x)=|x|

1 josxeQ,
Of(X)_{O jos x ¢ Q,
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Relaatiot: Johdanto

Funktioita R — R:
o f(x)=x>+3x+2
o f(x)=|x|

1 josxeQ,
Of(X)_{O jos x ¢ Q,

Miten " funktio” maaritellaan?
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Antiikin matematiikka, n. 200-300 eKr

Eukleides: X TOIXEIA

Algebra ja Geometria
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Algebran ja geometrian yhdistaminen

René Descartes (latin. Renatus Cartesius, 1596-1650)
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Karteesinen koordinaatisto
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Karteesinen koordinaatisto

xy-tason sijaan AB-taso, missa A ja B ovat mita tahansa joukkoja
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Karteesinen koordinaatisto

Jarjestetyt parit

(a1, b1)

(32, b2) <~ (31 = 32) VAN (bl = b2)
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Karteesinen koordinaatisto

Jarjestetyt parit

(31, bl) = (32, b2) <~ (31 = 32) VAN (bl = b2)

Jarjestetyt kolmikot (a1, ap, a3), nelikot (a1, a2, a3, a4) jne. samoin.
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Karteesinen koordinaatisto
Jarjestetyt parit

(31, bl) = (32, b2) <~ (31 = 32) VAN (bl = b2)

Jarjestetyt kolmikot (a1, ap, a3), nelikot (a1, a2, a3, a4) jne. samoin.

Karteesinen tulo

Ax B={(a,b)|acAbe B}
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Karteesinen koordinaatisto
Jarjestetyt parit

(31, bl) = (32, b2) <~ (31 = 32) VAN (bl = b2)

Jarjestetyt kolmikot (a1, ap, a3), nelikot (a1, a2, a3, a4) jne. samoin.

Karteesinen tulo

Ax B={(a,b)|acAbe B}

AxBx C={(a,b,c)|ac A beB,ceC} jne
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Karteesinen koordinaatisto
Jarjestetyt parit

(31, bl) = (32, b2) <~ (31 = 32) VAN (bl = b2)

Jarjestetyt kolmikot (a1, ap, a3), nelikot (a1, a2, a3, a4) jne. samoin.

Karteesinen tulo

Ax B={(a,b)|acAbe B}

AxBx C={(a,b,c)|ac A beB,ceC} jne

Alkioista a, b, jne. voidaan kayttaa nimitysta A-koordinaatti,
B-koordinaatti, jne.
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Karteesinen koordinaatisto

A={1,2}ja B={1,2,3}.

Ax B=1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}
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Karteesinen koordinaatisto

A={1,2}ja B={1,2,3}.

Ax B=1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}

BxA=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}.
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Karteesinen koordinaatisto

A={1,2}ja B={1,2,3}.

Ax B =1{(1,1),(12),(13),(21),(22),(23)}

BxA=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}.

RxR={(x,y)|x,y R},
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Karteesinen koordinaatisto

A={1,2}ja B={1,2,3}.

Ax B =1{(1,1),(12),(13),(21),(22),(23)}

BxA=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}.

RxR={(x,y)|x,y R},

RxRxR={(x,y,2) | x,y,z € R},

jne.
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Karteesinen koordinaatisto

A={1,2}ja B={1,2,3}.

Ax B =1{(1,1),(12),(13),(21),(22),(23)}

BxA=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}.

RxR={(x,y)|x,y R},

RxRxR={(x,y,2) | x,y,z € R},
jne. Merkitdin R x R =R? R xR x R =R3, jne.
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Karteesinen koordinaatisto

Ax B={(a,b)|ac A be B}
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Karteesinen koordinaatisto

Ax B={(a,b)|ac A be B}

Alkioista a ja b voidaan kayttaa nimitysta A-koordinaatti ja
B-koordinaatti.
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Karteesinen koordinaatisto

Ax B={(a,b)|ac A be B}

Alkioista a ja b voidaan kayttaa nimitysta A-koordinaatti ja
B-koordinaatti.

B A
b e e(ab)
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Relaatiot

"Maaritelma”

Relaatio joukosta A joukkoon B on (mustavalko)kuva AB-tasossa
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Relaatiot

"Maaritelma”

Relaatio joukosta A joukkoon B on (mustavalko)kuva AB-tasossa

Relaatio

@ Vain mustat kuvapisteet luetellaan.
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Relaatiot

"Maaritelma”

Relaatio joukosta A joukkoon B on (mustavalko)kuva AB-tasossa

Relaatio

@ Vain mustat kuvapisteet luetellaan.

o Pisteet ovat jarjestettyja pareja (a,b) € Ax B
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Relaatiot

"Maaritelma”

Relaatio joukosta A joukkoon B on (mustavalko)kuva AB-tasossa

Relaatio

@ Vain mustat kuvapisteet luetellaan.

o Pisteet ovat jarjestettyja pareja (a,b) € Ax B

e Kuva on joukko mustia pisteita, siis jarjestettyja pareja (a, b),
siis A X B:n osajoukko
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Relaatiot

"Maaritelma”

Relaatio joukosta A joukkoon B on (mustavalko)kuva AB-tasossa

Relaatio

@ Vain mustat kuvapisteet luetellaan.

o Pisteet ovat jarjestettyja pareja (a,b) € Ax B

e Kuva on joukko mustia pisteita, siis jarjestettyja pareja (a, b),
siis A X B:n osajoukko

Maaritelma

Relaatio joukosta A joukkoon B on karteesisen tulon A x B
osajoukko.
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Relaatiot

Merkintoja

R C A x B merkitaan myos R : A — B.
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Relaatiot

Merkintoja

R C A x B merkitaan myos R : A — B. Sanotaan, ettd R on
relaatio joukosta A joukkoon B.
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Relaatiot

Merkintoja

R C A x B merkitaan myos R : A — B. Sanotaan, ettd R on
relaatio joukosta A joukkoon B. Joukkoa A kutsutaan
lahtojoukoksi ja B:ta maalijoukoksi.
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Relaatiot

Merkintoja

R C A x B merkitaan myos R : A — B. Sanotaan, ettd R on
relaatio joukosta A joukkoon B. Joukkoa A kutsutaan
lahtojoukoksi ja B:ta maalijoukoksi. Jos B = A, sanotaan, etta R
on joukon A binaarinen relaatio.
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Relaatiot

R C A x B merkitaan myos R : A — B. Sanotaan, ettd R on
relaatio joukosta A joukkoon B. Joukkoa A kutsutaan
lahtojoukoksi ja B:ta maalijoukoksi. Jos B = A, sanotaan, etta R
on joukon A binaarinen relaatio.

Merkintoja

Jos R on relaatio joukosta A joukkoon B ja (a, b) € R, sanotaan,
etta b on a:n kuva ja etta a on b:n alkukuva ja etta a kuvautuu
b:ksi relaatiossa R.
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Relaatiot

R C A x B merkitaan myos R : A — B. Sanotaan, ettd R on
relaatio joukosta A joukkoon B. Joukkoa A kutsutaan
lahtojoukoksi ja B:ta maalijoukoksi. Jos B = A, sanotaan, etta R
on joukon A binaarinen relaatio.

Merkintoja

Jos R on relaatio joukosta A joukkoon B ja (a, b) € R, sanotaan,
etta b on a:n kuva ja etta a on b:n alkukuva ja etta a kuvautuu
b:ksi relaatiossa R. Talloin kaytetaan seuraavia merkintoja:
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Relaatiot

R C A x B merkitaan myos R : A — B. Sanotaan, ettd R on
relaatio joukosta A joukkoon B. Joukkoa A kutsutaan
lahtojoukoksi ja B:ta maalijoukoksi. Jos B = A, sanotaan, etta R
on joukon A binaarinen relaatio.

Merkintoja

Jos R on relaatio joukosta A joukkoon B ja (a, b) € R, sanotaan,
etta b on a:n kuva ja etta a on b:n alkukuva ja etta a kuvautuu
b:ksi relaatiossa R. Talloin kaytetaan seuraavia merkintoja:

@ (a,b) € R (Perustuu maaritelmaan)
o R(a, b) (Predikaattilogiikan merkinta)

@ aRb (ns. Infix-merkintd)

R . G
@ a — b (Esim. nuolikaavioissa)

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 1 11 of 31



Relaatiot

Merkintoja

Joukko {a € A| (3b € B)(a, b) € R} on relaation R
maarittelyjoukko
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Relaatiot

Joukko {a € A| (3b € B)(a, b) € R} on relaation R
maarittelyjoukko

Merkintoja
Joukko {b € B | (3a € A)(a, b) € R} on relaation R kuvajoukko
tai arvojoukko
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Relaatiot

Esimerkkeja

e Merkinndt 2 < 3, < (2,3) ja (2,3) e<
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Relaatiot

Esimerkkeja

e Merkinndt 2 < 3, < (2,3) ja (2,3) e<

@ Diagonaali- eli identiteetti- eli yhtasuuruusrelaatio
D ={(a,a) | ac A}
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Relaatiot

Esimerkkeja

e Merkinndt 2 < 3, < (2,3) ja (2,3) e<

@ Diagonaali- eli identiteetti- eli yhtasuuruusrelaatio
D ={(a,a) | ac A}

@ Esimerkki 5 (AB-taso, joukko- ja nuolikaavioesitys)
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Relaatiot

Yhdiste eli relaatiotulo

Olkoot R: A— B ja S : B — C relaatioita. Niiden yhdiste on
relaatio A — C

SoR={(ac)| @beB)(abrbo)l
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Relaatiot

Yhdiste eli relaatiotulo

Olkoot R: A— B ja S : B — C relaatioita. Niiden yhdiste on
relaatio A — C

SoR={(ac)| @beB)(abrbo)l

Kaanteisrelaatio

Jos R: A — B, mairitelliin R~1: B — A seuraavasti:
R ={(b,a) | (a,b) € R}.
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Relaatiot

Yhdiste eli relaatiotulo

Olkoot R: A— B ja S : B — C relaatioita. Niiden yhdiste on
relaatio A — C

SoR={(ac)| @beB)(abrbo)l

Kaanteisrelaatio

Jos R: A — B, mairitelliin R~1: B — A seuraavasti:
R ={(b,a) | (a,b) € R}.

v

RoR™l, R loR
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Kaanteisrelaation kuvaaja

(a,b) € R & (b,a) € R71
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Kaanteisrelaation kuvaaja

(a,b) € R & (b,a) € R71

B Al
* (ab)
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Kaanteisrelaation kuvaaja

(a,b) € R & (b,a) € R71

B Al
* (ab)

Jos A = B, saadaan R 1:n kuvaaja peilikuvana suoran a = b
suhteen
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Kaanteisrelaation kuvaaja

R = {(x,x%) | x € R},
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Kaanteisrelaation kuvaaja

R = {(x,x%) | x € R}, R ={(x*,x) | x € R}
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Kaanteisrelaation kuvaaja

R = {(x,x%) | x € R}, R ={(x*,x) | x € R}
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Kaanteisrelaation kuvaaja

R = {(x,x%) | x € R}, R ={(x*,x) | x € R}

{
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Binaarisista relaatioista
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Binaarisista relaatioista

Joukon A binaarinen relaatio R on ekvivalenssirelaatio, mikali R
toteuttaa seuraavat ehdot:

@ (Va) aRa (refleksiivisyys),
@ (Va)(Vb) aRb = bRa (symmetria) ja
@ (Va)(Vb)(Vc) aRb, bRc = aRc (transitiivisuus).
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Binaarisista relaatioista

Joukon A binaarinen relaatio R on ekvivalenssirelaatio, mikali R
toteuttaa seuraavat ehdot:

@ (Va) aRa (refleksiivisyys),

@ (Va)(Vb) aRb = bRa (symmetria) ja

@ (Va)(Vb)(Vc) aRb, bRc = aRc (transitiivisuus).
Joukon A ekvivalenssirelaatio jakaa A:n osajoukkoihin

A=Jlal

i€l

joille [a] = {x | xRa} ja [aj] N [a;] = 0 aina kun —(a;Raj).
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Binaarisista relaatioista

Osittainen jarjestys

Joukon A binaarinen relaatio R on osittainen jarjestys, mikali R
toteuttaa seuraavat ehdot:

Q (Va) aRa (refleksiivisyys),
@ (Va)(Vb) aRb, bRa = a = b (antisymmetria) ja
@ (Va)(vb)(Vc) aRb, bRc = aRc (transitiivisuus).
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Binaarisista relaatioista

Osittainen jarjestys

Joukon A binaarinen relaatio R on osittainen jarjestys, mikali R
toteuttaa seuraavat ehdot:

Q (Va) aRa (refleksiivisyys),
@ (Va)(Vb) aRb, bRa = a = b (antisymmetria) ja
@ (Va)(vb)(Vc) aRb, bRc = aRc (transitiivisuus).
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Esimerkkeja

A on joko N tai Z.

albe (JceA)(b=a-c)
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Esimerkkeja

A on joko N tai Z.

albe (JceA)(b=a-c)

Jaollisuusrelaatio | on osittainen jarjestys joukossa N mutta ei
joukossa Z.
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Esimerkkeja

A on joko N tai Z.

albe (JceA)(b=a-c)

Jaollisuusrelaatio | on osittainen jarjestys joukossa N mutta ei
joukossa Z.

Lukuteoreettinen kongruenssi

Valitaan n € N\ {1} ja maaritelldan
a=,bsn|(b—a)

=, on joukon Z ekvivalenssirelaatio.
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Ekvivalenssiluokat

Ehto n | (b — a) tarkoittaa, ettd b—a = n- k,
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Ekvivalenssiluokat

Ehto n | (b — a) tarkoittaa, ettd b — a = n- k, joten

[a] = {beZ|b=pa}={a+nk|keZ}
{...a—2n,a—n,a,a+n,a+2n,...}.
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Ekvivalenssiluokat

Ehto n | (b — a) tarkoittaa, ettd b — a = n- k, joten

[a] = {beZ|b=pa}={a+nk|keZ}
= {...a—2n,a—n,a,a+n,a+2n,...}.

4
Toinen merkinta

Erityisesti lukuteoreettisen kongruenssin yhteydessa kaytetaan
merkintaa

[a] = a.
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

0 = {..,—12,-6,0,6,12,...},
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

ol
|

{...,—12,-6,0,6,12,...},
{...,—11,-5,1,7,13,.. .},

=
|
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

0 = {..,—12,-6,0,6,12,...},
i {...,—11,-5,1,7,13,.. .},
2 = {..,-10,—-4,2,8,14,...},
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

0 = {..,—12,-6,0,6,12,...},
i {...,—11,-5,1,7,13,.. .},
2 {...,—10,-4,2,8,14,.. .},
3 = {...,-9,-3,3,9,15,.. .},
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

0 = {..,—12,-6,0,6,12,...},
i {...,—11,-5,1,7,13,.. .},
2 {...,—10,-4,2,8,14,.. .},
3 = {...,-9,-3,3,9,15,.. .},
4 = {..,-8,-241016,...},

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 1 22 of 31



Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

0 = {..,-12,-6,0,6,12,...},
1 = {..,-11,-51,7,13,...},
2 = {...,-10,-4,2,8,14,...},
3 = {..,-9,-3,3,9,15,...},
4 = {...,-8,-2,410,16,...},
5 = {..,-7,-1,5,11,17,.. .},
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

0 = {..,-12,-6,0,6,12,...},
1 = {..,-11,-51,7,13,...},
2 = {...,-10,-4,2,8,14,...},
3 = {..,-9,-3,3,9,15,...},
4 = {...,-8,-2,410,16,...},
5 = {..,-7,-1,5,11,17,.. .},
6 = {..,-6,0,6,12,18,...}
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

0 = {..,-12,-6,0,6,12,...},
1 = {..,-11,-51,7,13,...},
2 = {...,-10,-4,2,8,14,...},
3 = {..,-9,-3,3,9,15,...},

4 = {...,-8,-2,410,16,...},
5 = {..,-7,-1,5,11,17,.. .},
6 = {..,-6,0,6,12,18,...} =0
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Kun n =6, on

0 = {..,-12,-6,0,6,12,...},
1 = {..,-11,-51,7,13,...},
2 = {...,-10,-4,2,8,14,...},
3 = {..,-9,-3,3,9,15,...},

4 = {...,-8,-2,410,16,...},
5 = {..,-7,-1,5,11,17,.. .},
6 = {..,-6,0,6,12,18,...} =0

Z=0UlU...Ubjainj =0, josize].
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Ekvivalenssiluokkien yhteen- ja kertolasku
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Ekvivalenssiluokkien yhteen- ja kertolasku
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Ekvivalenssiluokkien yhteen- ja kertolasku
at+b=a+b
a-b=a-b

Riippumattomuus edustajasta

Esimerkiksi 3=90ja 5= —7.
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Ekvivalenssiluokkien yhteen- ja kertolasku

at+tb=a+b
3.-b=23-

b

°

°
Riippumattomuus edustajasta

Esimerkiksi 3=90ja 5= —7.

©3+5=3+5=8=2ja
090+ -T7=9+(-7)=2.

a
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Lukuteoreettinen kongruenssi
Ekvivalenssiluokkien yhteen- ja kertolasku

b=a+b

a-b

Riippumattomuus edustajasta

Esimerkiksi 3=90ja 5= —7.

e a+
@a-b=

©3+5=3+5=8=2ja
@ 9+ -—7=9+(—7)=2. Samoin
©3:5=15=3
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Lukuteoreettinen kongruenssi
Ekvivalenssiluokkien yhteen- ja kertolasku

b=a+b

a-b

Riippumattomuus edustajasta

Esimerkiksi 3=90ja 5= —7.

e a+
@a-b=

©3+5=3+5=8=2]ja

@ 9+ -—7=9+(—7)=2. Samoin

©3:5=15=3]a

9. —7=-63=3 )
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Aarellinen algebrallinen systeemi

o Alkiot {0, T, ..., 5}
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o Alkiot {0, T, ..., 5}
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Aarellinen algebrallinen systeemi

e Alkiot {0, 1, ..., 5}
@ Yhteen- ja kertolasku

e Saanndt a+ b= b+ c, ab= ba, a(b+ c) = ab+ ac, jne.
periytyvat suoraan kokonaislukujen ominaisuuksista
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Lukuteoreettinen kongruenssi

Aarellinen algebrallinen systeemi

e Alkiot {0, 1, ..., 5}
@ Yhteen- ja kertolasku

e Saanndt a+ b= b+ c, ab= ba, a(b+ c) = ab+ ac, jne.
periytyvat suoraan kokonaislukujen ominaisuuksista

@ Algoritminen kasittely periytyy kokonaislukujen
ominaisuuksista.
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Maaritelma

Relaatio f : A — B on funktio, jos jokaista joukon A alkiota a
kohti on tarkalleen yksi joukon B alkio b siten etta (a, b) € f.
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Maaritelma

Relaatio f : A — B on funktio, jos jokaista joukon A alkiota a
kohti on tarkalleen yksi joukon B alkio b siten etta (a, b) € f.

Jokainen pystysuora leikkaa funktion kuvaajan tasan kerran.
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Maaritelma
Relaatio f : A — B on funktio, jos jokaista joukon A alkiota a
kohti on tarkalleen yksi joukon B alkio b siten etta (a, b) € f.

Jokainen pystysuora leikkaa funktion kuvaajan tasan kerran.

Maaritelma

Edellisen maaritelman tapauksessa merkitaan f(a) = b ja
relaatioiden yleista terminologiaa kayttaen sanotaan, etta b on a:n
kuva, a on b:n alkukuva, ja etta a kuvautuu b:ksi.
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Jos f : A— B ja g : B — C ovat funktiota, on relaatiotulo g o f
myos funktio
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Jos f : A— B ja g : B — C ovat funktiota, on relaatiotulo g o f
myos funktio

o
Olkoot f : A — B ja g: B — C funktioita. Yhdistetty funktio
g o f on relaatiotulo go f : A — C, jolle siis relaatiotulon
maaritelman mukaan patee (g o )(a) = g(f(a)). Talldin funktiota
f kutsutaan sisafunktioksi ja g:ta ulkofunktioksi

V,
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Jos f : A— B ja g : B — C ovat funktiota, on relaatiotulo g o f
myos funktio

o
Olkoot f : A — B ja g: B — C funktioita. Yhdistetty funktio
g o f on relaatiotulo go f : A — C, jolle siis relaatiotulon
maaritelman mukaan patee (g o )(a) = g(f(a)). Talldin funktiota
f kutsutaan sisafunktioksi ja g:ta ulkofunktioksi

Jos h(x) = e, voidaan h kirjoittaa muodossa h = g o f, miss3
g(x) = e* on ulkofunktio ja f(x) = —x? on sisifunktio.
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Maaritelma

Funktio f : A — B on injektio, jos a1 # a» = f(a1) # f(a2).

f : A — B on surjektio, jos f(A) = B. f : A— B on bijektio, jos f
on seka injektio etta surjektio.
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Funktiot

@ Jokainen vaakasuora leikkaa injektion kuvaajan korkeintaan
kerran.
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Funktiot

@ Jokainen vaakasuora leikkaa injektion kuvaajan korkeintaan
kerran.

o Jokainen vaakasuora leikkaa surjektion kuvaajan ainakin
kerran.
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Funktiot

@ Jokainen vaakasuora leikkaa injektion kuvaajan korkeintaan
kerran.

o Jokainen vaakasuora leikkaa surjektion kuvaajan ainakin
kerran.

@ Jokainen vaakasuora leikkaa bijektion kuvaajan tasan kerran.
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Jos f : A — B on bijektiivinen funktio, on kaanteisrelaatio
f~1: B — A myos funktio, ns. f:n kdanteisfunktio. Kaantien, jos
funktion f : A — B kainteisrelaatio f~1 : B — A on funktio, on f
bijektio.
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Jos f : A — B on bijektiivinen funktio, on kaanteisrelaatio
f~1: B — A myos funktio, ns. f:n kdanteisfunktio. Kaantien, jos
funktion f : A — B kainteisrelaatio f~1 : B — A on funktio, on f
bijektio.

Funktion f : A — B kaanteisrelaatio on funktio vain jos f on
bijektio.
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sin = {(x,sinx) | x € R},
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sin = {(x,sinx) | x € R}, sin~! = {(sinx,x) | x € R}
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sin = {(x,sinx) | x € R}, sin~! = {(sinx,x) | x € R}
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sin = {(x,sinx) | x € [-%, 5]},
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sin = {(x,sinx) | x € [<F, §l}sin ™" = {(sinx,x) | x € [-5, 31}
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sin = {(x,sinx) | x € [<F, §l}sin ™" = {(sinx,x) | x € [-5, 31}
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sin = {(x,sinx) | x € [<F, §l}sin ™" = {(sinx,x) | x € [-5, 31}
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