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Algebrallisista rakenteista

Maaritelma 1

Ryhma (group) on monoidi, jossa jokaisella alkiolla on
kaanteisalkio.

Maaritelma 2

Ryhma on algebrallinen rakenne, johon kuuluu joukko G ja yksi
binaarinen joukossa G maaritelty operaatio * joka toteuttaa
seuravat aksioomat:
o (Vx,y,z€ G) ((x*y)*z=xx*(yx*z)) (assosiatiivisuus)
e (31 € G)(Vx € G) (x* 1 = 1% x) (neutraalialkion
olemassaolo)
o (Vxe€ G)(Fy € G) (x+xy =y xx =1) (kdanteisalkion
olemassaolo).
Jos edellamainittujen ehtojen lisaksi patee x x y = y *x x kaikille
x,y € G, sanotaan etta G on kommutatiivinen ryhma eli Abelin
ryhma.

.
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Algebrallisista rakenteista

e Epakommutatiivisten ryhmien teorialla voidaan mallintaa
symmetrioita.

@ Ryhmateorialla on lukuisa maara sovelluksia erityisesti
kvanttifysiikassa.

o Epakommutatiivisten ryhmien operaatio * jatetaan yleensa
merkitsematta: a x b merkitaan ab.

o Kommutatiivisissa ryhmissa operaatiosta kaytetaan usein
merkintaa +, identiteettialkiosta merkintaa 0 ja alkion a
kaanteisalkiosta merkintaa —a.
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Algebrallisista rakenteista

Z on kommutatiivinen ryhma, kun ryhmaoperaatioksi valitaan
tavallinen yhteenlasku +, neutraalialkioksi 0 ja a:n kaanteisalkioksi
vastaluku —a

(a+b)+c=a+(b+c)
a+0=0+a=a2a
at+(—a)=—-a+a=0

a+ b= b+ a (kommutatiivisuus)
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Algebrallisista rakenteista

Q\ {0} on kommutatiivinen ryhma, kun ryhméaoperaatioksi
valitaan tavallinen kertolasku -, neutraalialkioksi 1, ja

kainteisalkioksi kdinteisluku a—1:

@ (a-b)-c=a-(b-c)

@a-l1=1-a=a
1

@a-al=a1l.a3=1
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Algebrallisista rakenteista

Maaritelma

Rengas (ring) (R, +,-,0) on algebrallinen rakenne, jossa joukossa
R on maaritelty kaksi binaarista operaatiota + ja - ja alkio 0, jotka
toteuttavat seuraavat ehdot:

(R,+,0) on kommutatiivinen ryhma.

@ (R,-) on puoliryhma.

@ a-(b+c)=a-b+ a-c (distributiivisuus)

@ Jos lisaksi a- b= b - a, sanotaan, etta rengas R on
kommutatiivinen.

(Z,+,-,0) on kommutatiivinen rengas:

@ (Z,+) on kommutatiivinen ryhma.

@ (Z,-) on kommutatiivinen puoliryhma (jopa monoidi),
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Algebrallisista rakenteista

On mahdollista nayttaa toteen, etta jokaisessa renkaassa 0-a = 0.

Maaritelma

Renkaan R alkio a on nollanjakaja, jos on olemassa sellainen

be R\ {0}, ettd a- b=0.

Rengas R on kokonaisalue (integral domain), jos renkaassa ei ole
muita nollanjakajia kuin itse nolla-alkio 0.

Rengas Z on kokonaisalue, silla yhtalosta ab = 0 seuraa a = 0 tai
b =0, siis luku 0 on ainoa nollanjakaja joukossa Z.
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Algebrallisista rakenteista

Joukko Ze on kommutatiivinen rengas, mutta ei kokonaisalue, silla
2-3=0.

Puolirengas

Muutoin kuin rengas, mutta ei vaadita vasta-alkiota yhteenlaskun

suhteen |

Polynomirengas
Jos R on jokin puolirengas, maaritellaan

Rix] = {a0 + aix + apx* +...a,x" | n € N, a; € R}

A\
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Algebrallisista rakenteista

Kunta (Field) (K,+,-,0,1) on algebrallinen rakenne, jossa
(K,-,+,0,1) on kommutatiivinen rengas jossa jokaisella nollasta
eroavalla alkiolla a on multiplikatiivinen kianteisalkio a—! joka

toteuttaa ehdon a-a 1 =a1.2a=1. )
Maaritelman mukaan renkaassa on kaikilla alkioilla vasta-alkio

yhteenlaskun suhteen, ja kunnassa lisaksi kaikilla nollasta
poikkeavilla alkioilla on kaanteisalkion kertolaskun suhteen )
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Algebrallisista rakenteista

Rationaaliluvut (Q, +, -, 0,1) muodostavat kunnan yhteen- ja
kertolaskun suhteen, samoin reaaliluvut (R, +,-,0,1).

\

Maaritelma

Vektoriavaruus on algebrallinen rakenne, jossa alkiojoukko koostuu
kahdesta osasta: skalaarikunnasta K ja avaruudesta V/, seka
operaatiosta K x V' — V (skalaarikertolasku) jotka toteuttavat
alla olevat aksioomat (merkitdan skalaarikertolaskua ilman
kertomerkkia: av)

e (V,+,0) on kommutatiivinen ryhma
o lv=v

o a(v+ w)=av+aw

° (a+ b)v=av+bv

e a(bv) = (ab)v
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Algebrallisista rakenteista

Maaritelma

Kunnan K yli maaritelty algebra A on vektoriavaruus, jossa muiden
rakenteiden lisaksi vektoreille on maaritelty kertolasku -
A x A — A, joka on bilineaarinen, siis toteuttaa esim. ehdot

o (aut+bv)-w=a-u-w+b-u-w

ou-(aw+bw)=a-u-v+b-u-w

@ au-bv=ab-u-v
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Algebrallisista rakenteista

(Karteesinen) tulo

Jos A ja B muodostavat algerallisen rakenteen, voidaan joillakin
edellytyksilla muodostaa algebrallinen rakenne A x B

Tapauksessa A = B = R, voidaan maaritella
(a,b) + (¢, d) = (a+ ¢, b+ d) ja a(a, b) = (aa, ab)
(Vektoriavaruus).
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Algebrallisista rakenteista

Kongruenssi

@ Olkoon = ekvivalessirelaatio joukossa A.

@ Joukossa A maaritelty algebrallinen operaatio * on
yhteensopiva relaation = kanssa, mikalia=c A b=d
—axb=cx*d.

@ Jos kaikki algebrallisen rakenteen operaatiot ovat
yhteensopivia ekvivalenssirelaation = kanssa, sanotaan etta
relaatio = on kongruenssi.

Lukuteoreettinen kongruenssi a =, b: a=, b A c=,d —
atc=,b+d, ac =, bd
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Algebrallisista rakenteista

@ Ryhma H C G on G:n aliryhma, jos
a,bce H—abe H,aleH.

@ Aliryhma on siis ryhman osajoukko, joka on suljettu
ryhméaoperaatioiden suhteen (ryhma ryhman sisalla)

e Aliryhma H C G on normaali, jos (Vg € G)
gH={gh|he H} ={hg|he H} = Hg

@ Aliryhman normaalius merkitsee sita, etta
(Vg € G)(Vh € H)(3h1 € H) (gh= mg).

@ Kommutatiivisessa ryhmassa jokainen aliryhma on normaali

Jos H on G:n normaali aliryhmi, niin ehdolla a= b < ab™! € H
maaritelty relaatio = on kongruenssi ryhmassa G.
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Algebrallisista rakenteista

Maaritelma

Olkoon G ryhma ja H C G normaali aliryhma.

Kongruenssin a = b < ab~! € H ekvivalenssiluokat muodostavat
ryhman, kun mairitelldan [a] - [b] = [a- b] ja [a] ! = [a~!]. Tata
ryhmaa sanotaan tekijaryhméiksi ja merkitaan G/H.

Tassa tapauksessa merkitddn usein myos [a] = aH. Talla
merkinnalla aH - bH = a- bH. Naita ekvivalenssiluokkia kutsutaan
myos sivuluokiksi.
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Algebrallisista rakenteista

Maaritelma

@ S C R on renkaan R alirengas, jos a,b €S — a+ b, ab,
—a€s.

@ Alirengas | C R on renkaan R ihanne (ideal), jos ri, ir € |
aina, kunre Rjaiel.

@ Renkaan ihanne on siis alirengas joka "vetaa” kertolaskulla
kaikki renkaan alkiot ihanteeseen.

o Kaikissa renkaissa on ainakin ihanteet {0} ja R.

Jos | on renkaan R ihanne, on ehdolla a=b< a—be
maarittyva relaatio on kongruenssi.
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Algebrallisista rakenteista

Maaritelma

Olkoon | C S renkaan S ihanne. Kongruenssin a=b<a—be |
ekvivalenssiluokat muodostavat renkaan, kun maaritellaan

[a] + [b] = [a+ b], [a] - [b] = [a- b] ja —[a] = [—a]. Tata rengasta
sanotaan tekijarenkaaksi ja merkitadn R/I.

Talloin merkitaan usein my6s [a] = a + /. Nailla merkinnailla
(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+Isekd (a+1)(b+1)=ab+I.
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Algebrallisista rakenteista

Olkoon n € N. Talloin nZ = {n-m | m € Z} on renkaan Z ihanne.
Se muodostuu kokonaisluvuista, jotka ovat jaollisia luvulla n.
lhanne | = nZ maarittaa edellamainitun mukaan
ekvivalenssirelaation a= b < a — b € I, mika tarkoittaa sita, etta
a— b = nk jollekin k € Z. a— b = nk puolestaan tarkoittaa sita,
ettd n | a — b, mista seuraa edelleen, ettd n | b — a. Kyseessa on
siis lukuteoreettinen kongruenssi.
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Algebrallisista rakenteista

Maaritelma

Renkaan R ihanne [ C R on maksimaalinen, jos ei ole suurempaa
ihannetta J C R johon [ sisaltyy aidosti, siis | C J.

Jokaisessa renkaassa on ainakin yksi maksimaalinen ihanne

Jos R on multiplikatiivisen ykkosalkion sisaltava kommutatiivinen
rengas, on tekijarengas R/l on kunta tarkalleen silloin kuin / on
maksimaalinen ihanne.
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Algebrallisista rakenteista

Renkaan Z ihanne 67Z ei ole maksimaalinen, koska se sisaltyy
suurempiin ihanteisiin 2Z ja 3Z. Nama molemmat ovat
maksimaalisia, samoin kuin 57Z.
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Algebrallisista rakenteista

@ Olkoon (R,+,-,0,1) kommutatiivinen kokonaisalue ja
maaritelladn joukossa R x R\ {0} kertolasku ja yhteenlasku
seuraavasti: (a,b) - (c,d) = (ac, bd) ja
(a, b) + (¢, d) = (ad + bc, bd)

e Maaritellaan ekvivalenssi joukossa R x R\ {0} ehdolla
(a,b) = (c,d) <> ad = bc. Nain maaritelty ekvivalenssi on
kongruenssi joukossa R x R\ {0} ja ekvivalenssiluokat
maarittavat ns. osamaarakunnan.

Jos on olemassa myos ykkosalkio 1, on osamaarakunnassa on
voimassa [(a, b)] - [(b, a)] = [(ab, ba)] = [(1,1)], siis jokaisella
alkiolla on myos multiplikatiivinen kaanteisalkio, koska ab = ba.
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