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Boolen algebra

Maaritelma
Boolen algebra on joukko B jossa on maaritelty kaksi binaarista
operaatiota A (konjunktio) ja V (disjunktio), yksi unaarinen
operaatio — (negaatio) ja kaksi nollapaikkaista operaatiota (eli
vakiota) T (verum) ja L (falsum) jotka toteuttavat seuraavat
aksioomat:
eaV(bvcec)=(avb)Vcjaan(bAc)=(aAb)Ac
(assosiatiivisuus).
@ avVb=bVajaaAb=bAa (kommutatiivisuus)
@ aV(bAnc)=(aVb)A(aVec)ja
an(bVc)=(aAb)V(aAc) (distributiivisuus)
@ aV.l=a aAT = a (neutraalialkiot)

@ aV—-a=T jaaA-a= L (vasta-alkiot)

On myos tapana merkita 1 verumin T ja 0 falsumin L sijasta.
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Boolen algebra

Boolen algebrassa ovat kummankin operaation A ja V suhteen
analogiset distributiivisaannot voimassa, siis

@ aVv(bAnc)=(aVb)A(aVec)ja
@ aN(bVvc)=(anb)V(aAc).
Nain ei ole esimerkiksi kokonaislukujen renkaassa, jossa kertolasku

on distributiivinen yhteenlaskun yli: a-(b+c¢) =a-b+a-c, mutta
painvastoin a+ (b-c) = (a+ b) - (a+ ¢) ei yleensa pida paikkansa.
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Boolen algebra

Boolen algebrassa patee aVa=ajaaAa=a.

Boolen algebrassa patee aV T =T jaaA L= 1.

Boolen algebrassa patee aA (aVb)=ajaaV(aAb)=a
(absorptio)

Boolen algebrassa patee —(a A b) = —-aV —b ja
—(aV b) = —a A —b (De Morganin saannot)

\,

Joukkojen Boolen algebra
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Rekursio tarkoittaa jarjestettyjen matemaattisten objektien
maarittelemista pienempien objektien avulla. Kaikkein pienimmat,
ns. rekursion pohja, pitada maaritella muutoin, esim. luettelemalla.

Kertomafunktio n! voidaan maaritella 0! =1 ja
(n+1)!=(n+1)-nl

n

nl=n(n-1)(n-2)-....1=]]

i=1

(Ei rekursiivinen maaritelma)
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Rekursio

L
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Rekursio

Fibonaccin luvut

Fo=0, L =1,

Fn+2:Fn+1+Fn

aina, kun n > 0. Taten
Fo=F+F=1+0=1
FR=Fh+F[=14+1=2
Fa=F+F=2+1=3
Fs=F+F=3+2=5
Fe=Fs+F,=5+3=38
F=Fs+F=54+8=13
Fs=F+Fs=134+8=21
Fo=F+F=21+13=34
Fio=Fo+ Fg=34+21=55
F11 = Fiop+ Fo = 55+ 34 = 89
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Rekursio

@ Rekursion pohja 1
Seuraajafunktio s
1 —5s(1) — s(s(1)) — s(s(s(1))) — s(s(s(s(1)))), --.

152—>53—>4— ...

s(n) = n+ 1 (seuraajafunktio)
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Maaritelma

Joukossa X maaritelty osittainen jarjestys < on hyvinjarjestys jos

e Kaikille a, b € X patee joko a < b tai b < a (kaikki alkiot
ovat vertailukelpoisia, ns. lineaarinen jarjestys).

@ Jokaisessa epatyhjassa osajoukossa Y C X on pienin alkio
jarjestyksen =< suhteen.

v
Joukko N on hyvinjarjestetty tavallisen jarjestysrelaation <
suhteen.
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Rekursio

Puu (tree) on pari (X, <) missd X on joukko (verteksit eli solmut
eli pisteet) ja < on joukossa X madritelty osittainen jarjestys, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:
e Kaikille x € X joukko {y € X | y < x} on hyvinjarjestetty
(alkoista x alaspain kulkeva polku ei haaraudu).
e Kaikilla hyvinjarjestetyilld joukoilla {y € X | y < x} on sama
minimaalinen alkio (kaikki alaspain johtavat polut paattyvat
samaan alkioon).

Maaritelma

Puuhun kuuluvia relaationuolia x — y < x =< y kutsutaan myos
kaariksi tai viivoiksi.
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Rekursio

{1,2,3}

/TN

{1,2} {1,3} {2,3}

XX

{1} {2} {3}
0
Ei ole puu, koska esim. alkiota {1,2,3} pienemmat alkiot {1,2} ja
{1, 3} ovat vertailukelvottomia.
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Rekursio

{1,273}
{1,2} {1,3} {2,3}
{1} 2 {3}

Ei ole puu, koska alkiota {1,3} pienemmat alkiot {1} ja {3} ovat
vertailukelvottomia.
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Rekursio

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}
{1} {2} {3}
ANV
0

On puu. Maksimaalisia alkioita {1,2,3}, {1,3}, {2,3} ja {2}
kutsutaan lehdiksi ja minimaalista alkiota () juureksi.
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Y

Rekursiivinen maaritelma (darelliset puut)

@ Lehdet ¢ ovat yhden alkion puita joiden juuri on £.

@ Jos Ty, ... T, ovat puita, joiden juurille r, ..., r, patee
r—r,on T1U...UT,U{r} puu, jossa r on juuri.
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Yleinen esitystapa: Juuri ylhaalla, lehdet alhaalla
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Rekursio
Puurakenteen kayttotarkoituksia

Muistin hakemistohierarkiat
Kirjaston luokitukset

Evoluution kuvaaminen

Sukupuu
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Propositiologiikkaa

Propositiologiikan aakkosto koostuu

o Numeroituvasti aarettomasta joukosta propositiomuuttujia
(atomaariset propositiot) x1, x2, X3, ...

o Loogisista konnektiiveista A\, V, —

o Sulkumerkeista ( ja ). |

Aakkoston merkkijono:

x1)7x3) A xox5 A A(X3—
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Propositiologiikkaa

Maaritelma

Propositiologiikan (hyvinmuodostetut) kaavat eli propositiot
maaritellaan seuraavasti
@ Propositiomuuttujat x1, x2, X3, ... ovat kaavoja.
@ Jos ¢ ja v ovat kaavoja, niin myds (—¢), (¢ A ) ja (¢ V)
ovat kaavoja.
@ Yllaolevat ehdot maarittelevat kaikki propositiologiikan
kaavat. )
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Propositiologiikkaa

Lyhennysmerkintoja
@ X1, X0, X3 = X, Y, Z

o (x)Ay) = xAy

o (xV (7)) = xV-y

@ Sanotaan, ettd — sitoo vahvemmin kuin A tai —

@ Merkinta —x A y tarkoittaa kaavaa ((—x) A y), ei kaavaa
(=(xAy))

@ Vrt. a- b+ c tarkoittaa kaavaa (a- b) + ¢, ei kaavaa a- (b+ ¢).

(1 Ax2) V (=x3)) A (3 V (—xa)))
(G Axe) V (mx3)) A (xa V (—xa))

%
= ((x1 Ax2) V=x3) A (x1V —xa)
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Propositiologiikkaa

Rekursiivinen rakenne

Esim. ((x1 A x2) V —=x3) A (x1 V —xa)
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INDPUKTIOLIEST: WKSI MAKKARA DN KYPSA. SITA
-~ VOIN PAATELLA, ETTA MAKKARAT i
— = DVAT WYPSIA 2
! i
2
10t
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Matemaattinen induktio

Maaritelma

Matemaattinen induktio on menetelma, jolla rekursiivista
rakennetta koskeva vaittama voidaan todistaa oikeaksi
aarettomalle maaralle erikoistapauksia.

@ Perustuu kahteen askeleeseen:

e 1) Vaittaman todistaminen rekursion pohjimmaisille alkioille
(induktion 13htokohta).

@ 2) Vaittdman totuusarvon siirtdminen rekursiossa ylospain
(induktioaskel).

@ Nimestaan huolimatta matemaattinen induktio ei ole
induktiivista vaan deduktiivista paattelya.

@ Sekoitetaan usein taydelliseen induktioon, joka kuitenkin on
tieteenfilosofian kannalta eri asia. )
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Matemaattinen induktio

Induktioperiaate joukossa N

Tassa P(n) tarkoittaa, ettd luonnollisella luvulla n on ominaisuus
P. Mikali

e P(1)
e (Vn)(P(n) — P(n+1))

Niin talloin ominaisuus P on jokaisella luonnollisella luvulla N.

Dominoperiaate

@ Palikka nro 1 kaatuu.
@ Jos palikka nro n kaatuu, niin myos palikka nro n + 1 kaatuu.

o Johtopaatos: Kaikki palikat kaatuvat.
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Induktioperiaate joukossa N

Maaritelma

@ Ominaisuuden P(1) oikeaksi todistaminen on nimeltaan
induktion Iahtokohta

e (Vn)(P(n) — P(n+ 1)) oikeaksi todistaminen on nimeltaan
induktioaskel

@ Induktioaskel todistetaan oikeaksi seuraavasti:

e 1) Naytetdan toteen vaittama P(n) — P(n+ 1) olettamatta
mitaan luvusta n.

@ 2a) Edellamainittu tapahtuu olettamalla P(n)
(Induktio-oletus) ja

@ 2b) johtamalla tastd P(n+ 1) (Induktiovaite)
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Bernoullin epayhtalo

Olkoon x > —1. Tallgin (1 + x)" > 1+ nx aina, kun n € N.

Todistus induktiolla

Olkoon P(n) viite, jonka mukaan (1 + x)" > 1+ nx.

1) Induktion ldhtokohta P(1):
(1+x)!>14+1-x1+x>1+x, tosi.

2) Induktioaskel (Vn)(P(n) — P(n+ 1))

Osoitetaan oikeaksi todistamalla implikaatio P(n) — P(n+ 1)
olettamatta luvusta n mitaan.

Implikaatio P(n) — P(n+ 1) osoitetaan oikeaksi olettamalla P(n)
todeksi ja johtamalla tastd P(n+ 1).
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Esimerkki

Induktioaskel

Oletetaan, etta jollekin luvulle n P(n) on tosi, siis
(1+ x)" > 1+ nx (Induktio-oletus).
Talloin

(1+x)" = 14x)"(1+x)> 1+ mx)(1+x)
= 14+x+nx+n®>14(n+1)x,

siis (1 +x)™1 > 1+ (n+ 1)x. Niin ollen P(n+ 1) on tosi.
Tama osoittaa implikaation P(n) — P(n+ 1) todeksi, ja koska

luvusta n ei oletettu muuta kuin n € N, on myos
(Vn)(P(n) — P(n+ 1)) tosi.
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