Insinoorimatematiikka: Fourier-analyysi

Demonstraatio 1, 25.4.2023

1. Etsi Fourier-sarja (my6s reaalinen muoto) vililla [, 7] méaritellylle funktiolle

B 1, kun z € [—m,0],
fla) = { —1, kun z € (0, 7).
Missé pisteissd Fourier-sarja esittda funktiota f7

Ohje: "™ = =™ = (~1)" kun n € Z. On myds mahdollista hyodyntaid
esimerkkid 37 (vuoden 2019 moniste). Osavastaus: F,, = —ﬁ kun n on pariton
ja F, =0, kun n on parillinen.

Mallivastaus: Suoraan laskettuna tapauksessa n # 0 saadaan

F, = / f(z)e " dx (/ e inz d:l:—/o7r e ine dx)
- 277(/ “in© €™ da — /—z o dx)

= (=™ - #(e—m‘n —) =

2m \—in —in

Kun n =0, on

;T/_if(m)dx:;r</_ildx+/ow(1)d:1:> :%—%:O.

Téaten kompleksinen Fourier-sarja on
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_ 1—(-1) _ (i@t )a
fla) =~ Z imn N E_ 2n + 1 "

n=—oo
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Reaalista muotoa varten lasketaan A, = F,, + F_, = 0ja B, = i(F,, — F_,) =
_2(1=(=1)")

p— , joten reaalinen muoto on

n o

21— (=1)") . 4 .
_ZIWSIan:_Z(]WSIH(Qn_Fl)x

Toinen tapa on soveltaa esimerkkiéd 37. Jos merkitdin siiné esiintynyttad funk-
tiota g(x):114, niin téssd tehtévissa f(x) = —(2¢g(x) — 1) ja titen

1 . 1— (_1)n mx . 1— (_1)n inT
f@) = _2<§ + ZOO 2min ) == HZOO min
n£0 n£0

siis F}, = % Reaaliset kertoimet saadaan kuten edelld. Sarja esittdd funk-

tiota f kaikkialla muualla paitsi epdjatkuvuuspisteissd x = n - 7, missd n € Z.

2. Etsi Fourier-sarja vililla [—m, 7] méaaritellylle funktiolle

(z) = x+m, kunzx € [—m, 0],
I =\ —2+7, kunz € (0,7].



Ohje: Selvitd miten tehtdvin funktio ja edellisen tehtdvin funktio kytkeytyvét
toisiinsa (kokeile derivointia)

€T
Mallivastaus: Koska ¢'(z) = f(x), on g(x) = f(t)dt, joten sen Fourierin
sarja on -
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Vakion C' méérittdmiseksi huomataan, ettd C' = 52 = Fy (Fourier-sarjan va-
kiotermi), joten

1 4 1 1 1
Fh=— d :772 72:
0= 55 | ol@)de= o (Ga* + o)
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(Mieti miksi integraalin arvo on téllainen).

. Etsi Fourier-sarja (kompleksinen ja reaalinen muoto) valilla [—7, 5] maaritel-
lylle funktiolle f(z) = cosz.

Mallivastaus: Maaritetddn ensin kompleksiset kertoimet.

1 (2 , 1 (51 . A :
F, = /2 cos xe 2T dy = /2 —(e"” —1—6_”3)6_2"”C dx
L T ) _x2
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Toinen vaihtoehto integraalin laskemiseksi on soveltaa kaavakokoelmaa, josta
16ytyy antiderivaatta muotoa cos aze’® olevalle funktiolle.



Selvasti £, = F,,, joten reaaliset kertoimet ovat A, = F,, + F_,, = 7:&:7}1)7;)

ja By, = 0. Néin ollen

— A4(-1)"
+ Z 7T(1(_4)nQ)cos(2mc)

n=1

fz) =

. Etsi Fourier-sarja (kompleksinen ja reaalinen muoto) valilld [—m, 7] méa&ritel-
lylle funktiolle f(z) = cosz

Mallivastaus: Kyseinen funktio on cosx (koko reaaliakselilla), joten reaalinen
Fourier-sarja on
f(x) =cosx

(vain yksi termi). Kompleksinen Fourier-sarja saadaan Eulerin kaavan avulla
— _ 1 i 1 —iT
f(m)—cosa:—Qe —1—26 :

Téassdkin on vain dérellinen maird termeja.

. Selvitd minkilainen on Plancherelin kaavan ns. reaalinen muoto yhteen suun-
taan ddrettomand sarjana kertoimien A, ja B, avulla esitettynd. Kts. vuoden
2019 moniste, sivu 43.

Mallivastaus:

|f4n|2 — (Fn +F7n)(F7n+an) — |F1n‘2 +Fann +anF7n+ |F’fn|2

ja
|Bu|? = i(Fp — F_p)(—i)(Fy = F_p) = |Fu|? = FuF_py — F_yFpy + [F?,
josta
’An’2 + ’Bn‘Q = 2(’Fn|2 + |F—n’2)~
Nain ollen
1ot 2 > 2
o TCTE T ST
@ n=—oo
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= B+ YR+ P )
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AO 2 > 1 2 2
= |— —(]A B
5 n:12(\ nl” + [Bnl”)

. Madrité sarjan
oo
>
1
n=1 n
summa kayttdmalld funktion o1 (z) (kts. Esimerkki 41, vuoden 2019 moniste)

Fourier-sarjaa seki Plancherelin kaavaa.

Mallivastaus: Valilld [0,1] on o1(z) = 122 — 2, joten

1 1 1
1 1 1 1 1 1 .
2 4 3 2 5 4 3
dr = —x" — -x° + —a%)d ——/— — =2+ =) = ——.
/0 lo1(z)|” dz /O( T -5 z°) dz 0(2 v - 1236) 120



Plancherelin kaavan perusteella tdmé on sama kuin funktion o Fourier-kertoimien
itseisarvojen nelididen summa. Koska

() Ly b cos(amme)
o1\ = — ——F—— COS|(z2TThXx
! 12 2m2n2 ’
n=1
on siis ) - )
1 1 1 1
== 52 553
120 12| 2= |2nn

josta edelleen
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4drind 120 144/°
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Tésta yhtalostd ratkeaa
oo

1 7
2 1= 0

n=1
Mairitellddn kolme 27-jaksoista aaltomuotoa seuraavasti:

e Kanttiaalto sq:
sq(z) = 1 kunO<z<m
=1 21 kinr<z <27

e Kolmioaalto tr:

%z kin 0 <2 < 5
tr(z) = —22+42 kuanZ <z <3

2y —4 kun%ﬁxﬁ%’
™

e Saha-aalto saw:

Ly kunO0<z <

saw(a:):{ %x—Q kun 7 < 2 <27

Seuraavissa tehtavissi ei ole valttdmatonta 16ytad Fourier-sarjoja, vaan selittia
miten ne voitaisiin saada aiempiin perustuen.

. Hahmottele kanttiaallon kuvaajaa. Selosta miten sen Fourier-sarja voitaisiin
saada luentomonisteen tai -esimerkkien tai aiempien demotehtévien Fourier-
sarjoista.

. Hahmottele kolmioaallon kuvaajaa. Selosta miten sen Fourier-sarja voitaisiin
saada luentomonisteen tai -esimerkkien tai aiempien demotehtévien Fourier-
sarjoista.

. Hahmottele saha-aallon kuvaajaa. Selosta miten sen Fourier-sarja voitaisiin
saada luentomonisteen tai -esimerkkien tai aiempien demotehtédvien Fourier-
sarjoista.

Mallivastaukset: Kantti-, kolmio- ja saha-aaltojen kuvaajat ovat alla, mukana
vield alinna vertailun vuoksi siniaallon kuvaaja.
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Kanttiaallon Fourier-sarja on selvitetty tehtdvassa 1 silld erotuksella, etté teh-
tdvian 1 funktio f on vastakkaismerkkinen, siis Sq = —f,

M8

sq(z) = T2k D) sin(2k + 1)x

B
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Tehtédvassa 2 on selvitetty kolmioaallon g Fourier-sarja, mutta tehtévin 2 kol-
mioaallolla on eri amplitudi, eri vakio ja eri vaihe kuin ylld olevassa kuvassa.
Kuvan kolmioaalto saadaan tehtévin 2 kolmioaallosta siirroilla ja skaalauksella:

tr(z) = 2g(e - T) -1 f) 5 (b + 1))
r(z)=—glr—=)—1= —_ .

T £ 722k + 1)2
Ylldoleva, muoto saadaan funktion g Fourier-sarjasta kun huomataan, etté

cos((2k +1)(z — )) = (—1)*sin(2k + 1)z (miksi?).

Luennolla esitelty o¢ on saha-aalto, mutta erilaisella jaksolla, vaiheella, ja
amplitudilla kuin ylld. saw(z) = 200(%."), josta

saw(zx) = — Z 2(

n=1

_:L)n sin(nx).

s

Sarja perustuu sithen, ettd sin(n(x — 7)) = (—1)" sinnz (miksi?).



