Insinoorimatematiikka: Fourier-analyysi

Demonstraatio 2, 2.5.2023

1. Osoita, ettd raja-arvoa lim 7sinc(7z) ei ole olemassa (dérellisen) millekdin

T—00
luvulle 2 € R.

Vastaus: Jos x = 0, on

lim 7sinc(7z) = lim 7 = oo.

T—+00 T—+00
Jos x # 0, on
sin(rmx sin(rmx
Tsine(rx) =7 () = (rm )
TTE T
Kun 7 — oo, heilahtelee yllédolevan lausekkeen arvo lukujen :t‘ o7 vilissa, eika

siis lahesty mitddn raja-arvoa.

2. Olkoon a < 0. Selvitd mitd on F|[f(ax)|(y). Ohje: Sijoita Fourier-muunnoksen
madrittelevidn integraaliin r = 2.

Vastaus: Sijoituksessa x = 2 rajat muuttuvat painvastaisiksi, koska a < 0.

Lisdksi % = é, Jjoten

Flfteal) = [ fo)eminsds = r(Y) = F(Y)
o a T« la]” ‘o
3. Laske Fle~!*l](y) suoraan Fourier-muunnoksen miritelmiisin perustuen. Vas-
2
taus: 1-%477T2y27 mutta esitd yksityiskohdat ja perustelut.
Mallivastaus:
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4. Maarita 1
F [m](y)-

Ohje: Etsi edelliseen tehtavin, lineaarisuuden ja skaalausperiaatteen avulla sel-
lainen funktio f(x), jolle F[f(z)](y) = 1+y Kiyta lopuksi duaaliperiaatetta.

Vastaus: Ohjeessa mainittujen periatteiden mukaan

Flae ) (y) = a;M;(g)



Nyt siis « ja [ pitéisi valita siten, etté %‘)‘ =1 ja ‘%L; = 1, jolloin siis f = 27
jaa=m.

Duaaliperiaatteen mukaan
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. Selvitd duaalitettiperiaatetta kiyttamalla F[0(z)](y) ja tdméan avulla F[6'(z)](y).
Kayta jalkimmaistd tulosta selvittddksesi Flz](y).

Vastaus: Koska F[1](y) = d(y), on F[é(x)](y) = 1. Derivointiperiaatteen mu-
kaisesti F[¢'(2)](y) = 2miy. Edelleen duaaliperiaatetta kiyttdmélla saadaan
F2miz] = §'(—y) = —d'(y), mistd saadaan

Ylla kéytetty yhtdlo ¢'(—x) = —¢'(z) seuraa siitd, ettd zd'(x) = —d(x) ja
d(—x) = 6(x). Néin ollen

(—2)8 (—2) = —6(—2) = —6(x) = 28 ().
. Maaritelladn Hermiten sisdtulo seuraavasti:
(f9) = | gl de

Laske sisiitulo (2717, e2m/2%) ja esiti se d-funktion avulla. Ohje: Voit hyo-
dyntad luennolla esiintyneitd §-funktion esitystapoja.

Vastaus:

(627rif1:r7e27rif2x) _ /00 e2mifix ,—2mifar _ /OO e 2mi(fa—f1)z _ §(fa — f1).
—0oQ —00

. Madrita funktion 6(z — f) amplitudi- ja vaihespektrit
Vastaus:

Flo(z — Hly) = / 6(x — fle 2may dp = 2™y,
Tilloin siis amplitudispektri on |F(y)| = 1 ja vaihespektri on —27 fy.

Tulkinta: Signaalin §(z — f) spektrissé esiintyvét kaikki taajuudet y itseisar-
voltaan 1 amplitudilla, mutta vaihekulma on —27 fy.

. Laske H x H, kun H on Heavisiden funktio

Vastaus:
(H + H)(x) = / H()H(z — 1) dt = / H(z — 1) dt.
—o0 0
Koskaz —t>0<t <z, on (Hx*H)(x)=0,jos x <0. Jos taas z > 0, on

(H*H)(x):/ox dt = x.



9. Olkoon H Heavisiden funktio. Varmista ettd kaava

H(az):H(:c—l—%)—H(x—g)

pitdd paikkansa. Laske tdmaéan jilkeen kaavan kummankin puolen Fourier-muunnokset
kayttamalla oikealla puolella lineaarisuutta ja aikasiirtoa. Merkitse funktion H
Fourier-muunnosta H:lla. Mink4 lausekkeen saat ndin H:lle?

Vastaus: Fourier-muunnokset laskemalla saadaan
sincy = f[(y)emy — ﬁ(y)e_my = f-\I(y) - 2isin Ty,

josta
1 1

H(y) =si = .
() smcy% sin 7y 2miy

Huomautus: Niin saatu muoto on virheellinen. Virhe johtuu siitd, ettd II-
funktion esittdminen Heavisiden funktion avulla ja Fourier-muunnoksen laske-
minen sitd kautta johtaa kahteen hajaantuvaan integraaliin. Oikea muoto on
esitetty luennolla.



