Insinoorimatematiikka: Fourier-analyysi

Demonstraatio 3, 9.5.2023

1. Kirjoita differentiaaliyhtilo kuvan piirin syottéjannitteen x (input) ja mitat-

tavan jannitteen y (output) vilille ja tulkitse piiri signaalia muokkaavaksi lait-
teeksi: jinnite z olkoon sydte ja y tuloste. Selvitd milld tavalla y(¢):n spektri
Y (f) riippuu x(¢):n spektristd X (f). Selvitd lopuksi miten y(¢):n amplitudis-
pektri voidaan esittdd x(t):n amplitudispektrin avulla.

Ohje: Jannite y on sama kuin pisteiden c¢ ja d viillinen jannite. Merkitse piirissi
a — b — ¢ — d — a kulkevaa virtaa I:114 ja kiytd Kirchhoffin sd&ntdja seka
sdhkotekniikan perusyhtdloita U = RI, U = % jal=C %&J' Mittarin y kautta
kulkeva virta oletetaan nollaksi. Laske saadusta differentiaaliyhtalésté Fourier-
muunnokset ja lopuksi spektrien itseisarvot.

Mallivastaus: * = RI + % = RCY +y.
Merkitaan X(f) = Fla(0](F) ja Y () = Fy(®)](7), jolloin

X =RC - 2mifY +Y = 2mifRC +1)Y
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Jos merkitddn fo = ﬁ, saa viimeisin yhtilé muodon

Y| = [ X1

1
Y] = ————|X].
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L+ ()

Tulkintaa: Funktion H(f) = ——L— graafinen esitys (alla kuva arvolla
V()2

fo = 10) tarjoaa selityksen siithen, miksi tehtavin piiria kutsutaan alipidsto-
suodattimeksi. Funktion H(f) arvo on lihelld lukua 1 kun taajuus f on lihelld
nolla, mutta f:n kasvaessa itseisarvoltaan suuremmaksi arvon H(f) ldhenee
nollaa.



Mikéli tehtévan piiri ajatellaan laitteeksi, joka muokkaa l&iht6jénnitteesta = (in-
put) tulostejannitteen (output), voidaan todeta ettd yhtalon |Y| = H(f)|X]|
perusteella ldhelld nollaa olevat taajuudet signaalissa  eivdt vaimene paljoa-
kaan, mutta kaukana nollasta olevat taajuudet vaimenevat paljon: H(f) toimii
vaimennuskertoimena. H(f) onkin ideaalisen pulssifunktion reaalinen vastine,
joka voidaan toteuttaa passiivisilla (eivit tarvitse ulkoista virtalahdetta) kom-
ponenteilla téssé tapauksessa, jossa signaalia edustaa jannitteen vaihtelu.

. Signaalista f(x) on saatu 1000 niytetta aikavililld [0, 1] tasaisin véliajoin, mi-
ki merkitsee sitd, ettd signaalia esittdd jono (fo, f1,. .., fog9). TAmén signaalin
diskreetti Fourier-muunnos on jono (Fy, Fi, ..., Fygg). Minki taajuuden ampli-
tudia talloin edustavat Fi1, Fag9, Frsa ja Foue?

Mallivastaus: Taajuudet ovat 11, 499, 1000 — 782 = 218 ja 1000 — 946 = 54

. Etsi 2 x 2-matriisi U, joka toteuttaa 2-pituisten jonojen diskreetin Fourier-

muunnoksen:
(2)-r(1)
Fy i)’

Miks on U:n kédnteismatriisi? Ohje: M&iritd ensin muunnos luonnollisen kan-
nan vektoreille (1,0)7 ja (0,1)7.

Vastaus: Jos (Fy, F1) = DFT(fo, f1), on
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Fy = \[kae 2 \}i(fo—fl)

mista voidaan laskea DFT(1,0) =
ollen

1) seki DFT(0,1) = —=(1,—1). Niin
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Téstd voidaan maarittaa U~ = U.

. OlkOOH (Fo,Fl, N ,FN—I) = DFT(f(), fl, e 7fN—1) ja (Go, Gl, ey GN—I) =
DFT(go,91,--.,9n-1)- Sijoita summaan



lauseke F;_,:lle, vaihda summausjirjestys ja sievenné mahdollisimman pitkalle.
Tulkitse ndin saatu yhtalo vertaamalla sitd Fourier-muunnosten konvoluutioon.

Mallivastaus:
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Viimeisin lauseke on tulojonon (fogo, fi91,- -, [N—19n—1) diskreetin Fourier-

muunnoksen I:s alkio. Saatu kaava on siis diskreettien Fourier-muunnosten kon-
voluutio.

. Neoconocephalus robustus -lajin hepokatti tuottaa 6,6 kHz taajuisen, yli kilo-
metrin pddhin kuuluvan &inen. Nikon Coolpiz 5200 -kameran mikrofoni ei silti
taltioi sen 4antd edes ldhietdisyydeltd. Mitd voidaan talldin paatelld taajuudes-
ta, jolla mikrofoni taltiol d4dninaytteita?

Mallivastaus: Taltiointitaajuus on pienempi kuin 2 - 6,6 kHz =13,2 kHz.

. Laske jonon (8, 1, 8,0) diskreetti Fourier-muunnos kiyttaméalla FFT-algoritmia.

Mallivastaus: Lasketaan ensin FFT(8,8) ja FFT(1,0). Ensimmaéista varten to-
detaan, ettd FFT(8) = (8), joten
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FFT(8,8) = —(8—1—6 2 8) = —(16 0).
V2 V2
Samoin FFT(1) = (1) ja FFT(0) = (0), joten
FFT(1,0) ! (1465 ) ! (L,1)
) = = € = = .
V2 V2
Taten
FFT(8,1,8,0)
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= 5(16—}—6 1,04+ e -1,164+e 4 -1,04+e 2 -1)

1 1
= 641,01 1,16 1,04i-1) = (17, 3, 15,4).



