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Fourier-sarjat
Kertoimien F, selvittaminen
Jos

f(x) = i Fne27¥nx,

n=—0o0

pitaisi olla

1 onf Tl 2min
F":T/ f(x)e™ T Xdx

Luku « on vapaasti valittavissa. Luvun « kiinnittaminen maaraa
"ikkunan” [a, 4+ T, josta funktiota f tarkastellaan. Tyypillisia

. . _ . _ T
valintoja ovat « =0 ja a = — 5.

Maaritelma

f(xo+) = Xgl)w(g f(x)ja f(xo—) = lim f(x)

+ X—rX0—
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Fourier-sarjat

Olkoon f T-jaksoinen funktio, jolle toispuoleiset derivaatat ovat
olemassa. Olkoon lisaksi

/ f(x)e™ X dx

f(x) = Fpe ™%

Talloin sarja

suppenee pisteess3 xo kohti arvoa 3(f(xo+) + f(x—)).
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Fourier-sarjat

Reaalinen muoto

0o o 0o
2min
E F,,eTX— —I—E Acos
n=1

n=—0o0

missa A, = Fp+ F_, ja B, = i(F, — F_p).

Jos f on reaaliarvoinen, ovat A, ja B, reaalisia.
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Fourier-sarjat

Esimerkkeja
Esimerkit 37-39
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Fourier-sarjat

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 6 of 31



Fourier-sarjat
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Fourier-sarjat
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Fourier-sarjat
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- Z — sin(2mnx)
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Esimerkki

Esimerkki 40

Vililla [—7, 7] on
2 0 n
4(—1
x2 = % —|—Z (n2) COS nx
n=1

Vililla (0,27) on

5 472 > A .

Xt = —+ (—cosnx——smnx)
3 — n? n
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4 47 .
aF Z <ﬁ COS nx — Tsm nx)
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4 4 .
— COS NX — — sin nx
n

n2
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4 4 .
— COS NX — — sin nx
n

n2

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 21 of 31



4 4 .
— COS NX — — sin nx
n

n2
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4 4 .
— COS NX — — sin nx
n
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Fourier-sarjat

Olkoon f on T-jaksoinen funktio, jolla on Fourier-sarja

o Do
Tin
E F,e T .

n=—0o0

Talloin Fourier-sarja voidaan integroida termeittain:

/ f(t) dt = Fox + Z Fr— 27”,7 e’ T 1)

nF#

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 25 of 31



Fourier-sarjat

Jos lisaksi funktion f’ toispuoleiset derivaatat ovat olemassa,
voidaan Fourier-sarja derivoida termeittain:

2. 27in . 2mi
)= D “FFaem

n=—0o0

Termeittain integrointi ja derivointi ovat voimassa myos reaaliselle
muodolle.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 26 of 31



Esimerkki

o0

oo(x) = — Z % sin(27nx)

n=1
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Fourier-sarjat

Parsevalin kaava

Jos f:lla ja g:lla on Fourier'n sarjat

f(x) = Z F,e 7

n=—0o0

27rm
g Gpe T %,

n=—0o0

on talloin
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Fourier-sarjat

/ f(x)g(x) dx = Z FnG,.

n=—oo

Plancherelin kaava
/ = Z |Fpl?

n=—0o0
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Fourier-sarjat

> 2 A — 27 27n
f(x) = Z Foe T = 0+Z(A cos?x+B sin — T )
n=—oo
Funktion f Fourier-sarjassa esiintyy perustaajuus f = ja sen
kaikki kokonaislukumonikerrat 2, 2, ... (jos kert0|met # 0).
Taajuus + esiintyy amplitudeilla F1, (valhtoeht0|sest|.
amplitudeilla A, ja B))

Taajuuksien £ 2 3 . sijasta kaikki reaaliluvut f € [0, c0).
J T
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Fourier-integraalit

Funktion f(x) esitysta
)= [ Femay

sanotaan Fourier'n integraaliksi ja F(y):ta funktion f spektriksi.

Analogisisesti Fourier-sarjojen kanssa, maaritellaan
Fourier-analyysissa kahteen suuntaan aareton integraali
(poikkeuksellisesti) Cauchyn paaarvona:

/OO F(x)dx = lim /M F(x) dx

—69 M—o0 M
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