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Fourier-muunnokset

Derivointiperiaate:

FIFCNy) = 2miy F[F(x)](v)
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Signaali vs. amplitudispektri
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Signaali vs. amplitudispektri
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Signaali kaytannossa

Sovelluksissa f on yleensa ajan myota muuttuva fysikaalinen suure.
Esimerkiksi
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Sovelluksissa ei yleensa voida saada eksplisiittista lauseketta
f(x):lle.
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Signaali kaytannossa

Sovelluksissa f on yleensa ajan myota muuttuva fysikaalinen suure.
Esimerkiksi

@ limanpaineen vaihtelu (3ani)
@ Jannitteen vaihtelu (lankapuhelimet, DSL-linjat)

@ Sihko- ja magneettikentan vaihtelu (esim. valo, radioaallot)

v

Sovelluksissa ei yleensa voida saada eksplisiittista lauseketta
f(x):lle. Tasta seuraa, ettd spektrin laskeminen tavallisin
differentiaali- ja integraalilaskennan keinoin analyyttisesti ei
onnistu.
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Analoginen Fourier-muunnin

Korvan rakenne

Hammer
il

= [ P
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Analoginen “Fourier-muunnin”

Korvasimpukka

Dissipating
sound energy

1.500 He Incoming

sound energy.

Oval window,
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Signaali kaytannossa

@ Sovelluksissa ei voida yleensa tuntea signaalia f(x) miten
tarkasti tahansa.
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Signaali kaytannossa

@ Sovelluksissa ei voida yleensa tuntea signaalia f(x) miten
tarkasti tahansa.

o Kaytannossa joudutaan tyytymaan naytteisiin f(xp), f(x1),
f(x), ...
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Signaali kaytannossa

@ Sovelluksissa ei voida yleensa tuntea signaalia f(x) miten
tarkasti tahansa.

o Kaytannossa joudutaan tyytymaan naytteisiin f(xp), f(x1),
f(x2), ... ja vielapa ndidenkin likiarvoihin.

@ Signaalin korkeat taajuudet jaavat taltioimatta. Maare
"korkeat”, riippuu naytteenottopisteiden xg, x1, X2, ... valista.

@ Esimerkki: CD-audio -standardia varten mikrofonin tulee
taltioida ilmanpaineen arvo 44100 kertaa sekunnissa. Kukin
taltiointi (ndyte) esitetddn 16 bittia kayttden. Stereodantd
varten tarvitaan tallGin 2-44100-16 b ( ~ 172 kB) sekunnissa.
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Maaritelma

Sanotaan, etta funktio

0= [ Fp)e dy

—00

sisdltda taajuuden y, jos F(y) # 0 tai F(—y) # 0.
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Maaritelma

Sanotaan, etta funktio

0= [ e ay
sisdltda taajuuden y, jos F(y) # 0 tai F(—y) # 0.
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F(y) =0 kun|y|> B

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 5 9 of 26



Nyquistin naytteenottotaajuus

Maaritelma

Sanotaan, etta funktio

0= [ Fp)e dy

oo

sisdltda taajuuden y, jos F(y) # 0 tai F(—y) # 0.
Jos funktio f ei sisalla B:ta korkeampia taajuuksia, on siis
F(y) =0, kun |y| > B

Esimerkki 55
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin naytteenottolause

Jos funktio f ei sisalla B:ta eika sita korkeampia taajuuksia,
voidaan f epajatkuvuuspisteita lukuunottamatta selvittaa arvoista

d, = f(55).
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin naytteenottolause
Jos funktio f ei sisalla B:ta eika sita korkeampia taajuuksia,
voidaan f epajatkuvuuspisteita lukuunottamatta selvittaa arvoista

d, = f(55).
Lisaksi patee (Shannonin-Whittakerin interpolaatiokaava)

f(x) = Z dpsinc(2Bx — n)

n=—oo
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin naytteenottolause
Jos funktio f ei sisalla B:ta eika sita korkeampia taajuuksia,
voidaan f epajatkuvuuspisteita lukuunottamatta selvittaa arvoista

d, = f(55).
Lisdksi patee (Shannonin-Whittakerin interpolaatiokaava)

f(x) = Z dpsinc(2Bx — n)

n=—oo

Nyquistin-Shannonin naytteenottolauseessa esiintyvaa taajuutta
2B kutsutaan Nyquistin naytteenottot'aajuudek& Javalia 55
sanotaan Nyquistin naytteenottovaliksi.
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin lauseen todistus

oo . B .
o )= [ Foeay= [ Fp)eay

o -B
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin lauseen todistus

oo . B .
o )= [ Foeay= [ Fp)eay

o -B

d_, 1 ¢ —n 1

@ Arvot ZB:ﬁ E):ﬁ

B 2min
/ F(y)e 287 dy ovat
-B
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin lauseen todistus

oo . B .
o )= [ Foeay= [ Fp)eay

o -B

d_ 1, - 1 (B xin
e Arvot 28" = @f Tg) = 23/—3 F(y)e_zTBy dy ovat

spektrin F(y) Fourier-sarjan kertoimet,
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin lauseen todistus

oo . B .
o )= [ Foeay= [ Fp)eay

o -B

@ Arvot

d, 1 _-n 1 (B _2min
— (== [ F Y dy ovat
28 28 \28) 2B /_B (y)e™ 2" dy ova

spektrin F(y) Fourier-sarjan kertoimet, joten

d_n 2nin
F(y): Z 2BQZBy_

n=—0o0
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin lauseen todistus

oo . B .
o )= [ Foeay= [ Fp)eay

o -B

@ Arvot

d, 1 _-n 1 (B _2min
— (== [ F Y dy ovat
28 28 \28) 2B /_B (y)e™ 2" dy ova

spektrin F(y) Fourier-sarjan kertoimet, joten

d_n 2nin
F(y): Z 2BQZBy_

n=—0o0

B . oo
o f(x)= / F(y)e*™™ dy = ... = Z dpsinc(2Bx — n).
-B

n=—0o0
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Shannonin-Whittakerin interpolaatiokaava

Kaava voidaan kirjoittaa muotoon

f(x) = Z dpsinc(2Bx — n)

n—=—0oo
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Shannonin-Whittakerin interpolaatiokaava

Kaava voidaan kirjoittaa muotoon

f(x) = Z dpsinc(2Bx — n)

= ( Z 2‘%5 X — %)) * 2B sinc(2Bx)
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Nyquistin naytteenottotaajuus
Shannonin-Whittakerin interpolaatiokaava

Kaava voidaan kirjoittaa muotoon

f(x) = Z dpsinc(2Bx — n)

= Z dy 5( ))*2Bsmc(28x)

v

Jos f(x) = FYF(y)](x), on

FYHF(y) - n(2B)]( x) = f(x) * 2B sinc(2Bx)
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Naytteista d, = f(55) rekonstruoidaan alkuperdinen signaali
seuraavasti:
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Nyquistin naytteenottotaajuus
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< d n
Z ﬁé(x—ﬁ)

n=—0oo
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Naytteista d, = f(55) rekonstruoidaan alkuperdinen signaali
seuraavasti:

@ Muodostetaan “Diracin kampa”

< d n
Z ﬁé(x—ﬁ)

n=—0oo

@ Leikataan tasta taajuuden B ylittavat osat kertomalla spektri
pulssifunktiolla M(5%).
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Naytteista d, = f(55) rekonstruoidaan alkuperdinen signaali
seuraavasti:

@ Muodostetaan “Diracin kampa”

< d n
Z ﬁ&x—ﬁ)

n=—0oo

@ Leikataan tasta taajuuden B ylittavat osat kertomalla spektri
pulssifunktiolla M(5%).

@ Tulos:
(o)

d, n .
Z gé(x — ﬁ) * 2B sinc(2Bx).

n=—oo
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Jatkuvan ja pistespektrin yhdistaminen

Fourierin integraali

Integraalissa
o0
0= [ Foem
—00

spektri F(y) on madritelty kaikilla y € R (jatkuva spektri).
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Jatkuvan ja pistespektrin yhdistaminen

Fourierin integraali

Integraalissa
)= [ e dy

—00

spektri F(y) on madritelty kaikilla y € R (jatkuva spektri).

Fourierin sarja

Sarjassa
> 2min
f(x) = Fhe 77X

n=—0oo

spektri F, on maaritelty vain n:n kokonaislukuarvoilla (F, vastaa

taajuutta #). Tata kutsutaan pistespektriksi.
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Jatkuvan ja pistespektrin yhdistaminen

Pistespektri integraalissa

Jos -
f(x) = Fre'™,
n=—00
maaritellaan -
n
Fiy)= > Fadly = 3)
n=—00
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Jatkuvan ja pistespektrin yhdistaminen

Pistespektri integraalissa

Jos -
f(x) = Fre'™,
n=—00
maaritellaan -
n
Fiy)= > Fadly = 3)
n=—00
OO .
[ o g
—00
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Jatkuvan ja pistespektrin yhdistaminen

Pistespektri integraalissa

Jos -
f(x) = Fre'™,
n=—00
maaritellaan -
n
Fiy)= > Fadly = 3)
n=—00
OO .
[ o g
—00

v

Esimerkki 56
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Maaritelma

Signaali f on aikarajoitettu, jos on sellainen vali [0, M], etta
f(x) = 0 aina kun x ¢ [0, M].
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Signaali f on aikarajoitettu, jos on sellainen vali [0, M], etta
f(x) = 0 aina kun x ¢ [0, M].

Tasavaliset naytteet
Olkoon f aikarajoitettu vilille [0, M] ja M = N - Ax. Merkitaan
fo =f(0), A =f(Ax), L =1f(2-Ax), ..., fy_1 = F((N — 1)Ax) )

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 5 16 of 26



Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Maaritelma
Signaali f on aikarajoitettu, jos on sellainen vali [0, M], etta
f(x) = 0 aina kun x ¢ [0, M].

Tasavaliset naytteet
Olkoon f aikarajoitettu vilille [0, M] ja M = N - Ax. Merkitaan
fo =f(0), A =f(Ax), L =1f(2-Ax), ..., fy_1 = F((N — 1)Ax) )

Nyquistin-Shannonin lauseen mukaan vain arvoa B = 2AX
matalammat taajuudet voidaan rekonstruoida.
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Spektrin rekonstruktio Fourier-sarjana

d_, 2nin
Fyy= Y Srey

n=—0o0

on 2B-jaksoinen funktio ja tata voidaan tarkastella vililla [—B, B]
tai yhta hyvin valilla [0,2B].

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 5 17 of 26



Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Spektrin rekonstruktio Fourier-sarjana

d_, 2nin
Fyy= Y Srey

n=—0o0

on 2B-jaksoinen funktio ja tata voidaan tarkastella vililla [—B, B]
tai yhta hyvin valilla [0,2B].
Valitaan spektrin tarkasteluvaliksi [0, 2B] symmetrian vuoksi.
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Signaali
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Signaalin %540(1“) + %5130(1‘) amplitudispektri

oA ‘ . . ‘ N G

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Ongelma: DFT:n muotoilu

Jos M = N - Ax ja signaalista tunnetaan vain arvot fy = (0 - Ax),
h=(1-Ax), h=f(2-Ax), ..., fy_1 = f((N—1) - Ax), kuinka
tihedsti voidaan spektrin arvo maarittaa valilla [0,2B]?
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)
Ongelma: DFT:n muotoilu

Jos M = N - Ax ja signaalista tunnetaan vain arvot fy = (0 - Ax),
h=(1-Ax), h=f(2-Ax), ..., fy_1 = f((N—1) - Ax), kuinka
tihedsti voidaan spektrin arvo maarittaa valilla [0,2B]?

Duaaliperiaate

Tarkastellaan spektria F valilla [0,2B] maariteltyna funktiona ja
f(—x):33 taman valilla [-M, 0] (tai valilla —%i% ) r’?ééiriteltynéi

spektrina. Talloin voidaan valein Ay = 5

NS

M — NAx
rekisteroidyista F:n arvoista rekonstruoida F uudelleen.
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)
Ongelma: DFT:n muotoilu

Jos M = N - Ax ja signaalista tunnetaan vain arvot fy = (0 - Ax),
h=(1-Ax), h=f(2-Ax), ..., fy_1 = f((N—1) - Ax), kuinka
tihedsti voidaan spektrin arvo maarittaa valilla [0,2B]?

v
Duaaliperiaate

Tarkastellaan spektria F valilla [0,2B] maariteltyna funktiona ja

f(—x):aa taman valilla [-M, 0] (tai valilla [- 2, M]) m3ariteltyna
1 1

spektrina. Talloin voidaan valein Ay = 5

NS

M — NAx
rekisteroidyista F:n arvoista rekonstruoida F uudelleen.

DFT:n muotoilu

Asetetaan Ay = ﬁ ja lasketaan spektrin arvot pisteissa 0 - Ay,
1-Ay, ..., (N—1)-Ay. Valitaan symmetrian vuoksi
Ay = Ax =

=
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFT:n muotoilu

Integraalia

0o ) NAx .
F(y) = / f(x)efzmxy dx = / f(x)efzmxy dx
0

—00

approksimoidaan Riemann-summalla

2

—1
f(kAx)e 2™ kAXY A x
0

1
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFT:n muotoilu

Integraalia

0o ) NAx .
F(y) = / f(x)efzmxy dx = / f(x)efzmxy dx
0

—00

approksimoidaan Riemann-summalla

2

—1
f(kAx)e 2™ kAXY A x
0

1

ja talle lausekkeelle lasketaan arvo Fj pisteissa y = /- Ay.
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFT:n muotoilu

Integraalia

0o ) NAx .
F(y) = / f(x)efzmxy dx = / f(x)efzmxy dx
0

—00

approksimoidaan Riemann-summalla

2

—1
f(kAx)e 2™ kAXY A x
0

1

ja talle lausekkeelle lasketaan arvo F; pisteissa y = [ - Ay. Talloin

N—-1
F = Z fke—27rlkAx-l~Ay
k=0

-
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFT:n muotoilu

Integraalia

0o ) NAx .
F(y) = / f(x)efzmxy dx = / f(x)efzmxy dx
0

—00

approksimoidaan Riemann-summalla

2

—1
f(kAx)e 2™ kAXY A x
0

1

ja talle lausekkeelle lasketaan arvo F; pisteissa y = [ - Ay. Talloin

2

-1 k-l
fke_zmﬁ.

N—-1 1
F = Z fre —2mikAx-I-Ay
k=0 0

N

2
5
il
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Maaritelma

Jonon (fy, f1, ..., fn—1) diskreetti Fourier-muunnos on jono
(Fo, F1,..., Fy—1), missa

Merkinta:

(F07F1)"'7FN—1):DFT(fb)ﬁ.a"'va—l)
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Maaritelma
Jonon (Fo, F1,..., Fy—1) kdanteinen diskreetti Fourier-muunnos

on jono (fo, fi,..., fy—1), missa

=
i

3~
T
o

Merkinta:

(fo, fi, ..., fu_1) = DFT Y (Fo, F1,..., Fn_1)
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Maaritelma

Olkoon Sy ={0,1,...,N —1} ja k € Z. Ajrellisen joukon
k-taajuinen eksponenttifunktio on
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Olkoon Sy ={0,1,...,N —1} ja k € Z. Ajrellisen joukon
k-taajuinen eksponenttifunktio on
ex(l) = —=e'N
VN )
1 L(N—k)I 1 : ki
en_ () = 7627”7’\’ _ 7e27r1/e27'('IT —e (]
N—k(/) Wi N k(1)
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Olkoon Sy ={0,1,...,N —1} ja k € Z. Ajrellisen joukon
k-taajuinen eksponenttifunktio on

—kl

7627”7 _ 7627”7627“. N — e_k(/)

Seuraus (N-jaksollisuus)

ex(l+ N) = ex(/)
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

2mikl 0, josl</I<N
e N = .
N, jos/=0

1

0
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

S: e N =
k=0

Tapaus / = 0 on ilmeinen. Jos [ # 0, on e #1 ja

-~ { 0, josl<I<N

N, jos/=0
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

S: e N =
k=0

Tapaus / = 0 on ilmeinen. Jos [ # 0, on e #1 ja

-~ { 0, josl<I<N

N, jos/=0

2l N-1 2mil  2mikl N-1 2mi(k+1)!
enNS= eNegnN — e N =S8
k=0 k=0
Taten -
(env —1)S =0,

mista seuraa, ettd S = 0.
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFTYDFT(fo, fi,..., fu_1) = (fo, 1y - .., fn1)
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFTYDFT(fo, fi,..., fu_1) = (fo, 1y - .., fn1)

Merkitisn (Fo, Fu, . .

., Fn_1) = DFT(fo, f1, ..
jonon DFTY(Fy, F1, ..

., Fn—1) ks jasen gy:

., fn—1) ja lasketaan

N—-1 N—-1 N—1
1 2mikl 1 1 f 2miml \ 2wkl
go= Y R o LS (LY
N 1=0 N 1=0 N m=0
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFTYDFT(fo, fi,..., fu_1) = (fo, 1y - .., fn1)

Merkitaan (Fo, F1,..., Fy—1) = DFT(fo, fi, ..., fy—1) ja lasketaan
jonon DFT_I(FO, Fi,...,Fn_1) k:s jasen gy:

f = fZ fz( fo)*
1N N1 27rllk m)
= *meZe
Nm:0 /=0
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

DFTYDFT(fo, fi,..., fu_1) = (fo, 1y - .., fn1)

Merkitaan (Fo, F1,..., Fy—1) = DFT(fo, fi, ..., fy—1) ja lasketaan
jonon DFT_I(FO, Fi,...,Fn_1) k:s jasen gy:

f = fZ fz( fo>*
1N N1 27rllk m)
= *meZe
Nm:O /=0

Esimerkki 57 ) i
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