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Matriisien funktiot
Diagonaalimatriisin potenssit:

A1 ! i
A2 g

Ak by

o0

Taylorin sarjan f(x) = Z a,x" maarittelema funktio yleistetaan
n=0

diagonaalimatriiseille D seuraavasti: f(D);; = f(Dj;).

Jos matriisi A ei ole diagonaalinen, mutta on similaarinen
diagonaalimatriisin kanssa (A = PDP~1), mairitellan
f(A) = PF(D)PL.
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Matriisien funktiot

Ongelma

Enta jos matriisi A ei ole diagonalisoituva?

Maaritelma

Ominaisarvoon A liittyva Jordan-lohko on
A1 0 ... 00
0O A1 ... 00
00X ... 00

Hh= :

0 0O Al
0 0O 0 A
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Jordan-lohkot

Jordan-lohkojen potenssit:

A1\ A
ox) Lo A )
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Jordan-lohkot
Jordan- IohkOJen potenssit

1 0\" A" pAn—t (D)An-2

0 Al =1 0 Dt I
00 A 0 0 A"
A1 0 0\ AT pAnt o (D)An=2 (H)an-3
ox1o0]| [ o At (D)An2
00 A 1 0 0 A A"t
000 /\) 0 0 0 AN

ja niin edelleen.

AT~ 1 _ dd)\)\n ())\n 2 _ ’7(" 1))\n 2

(s S Helfetly2 3 g

2d>\2)\
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Jordan-lohkot

M3aritelma
A1 ) ()
(0 3)=(" %)
A 10 F(N) () 3F7(N)
flox1]= 0 f(\)  f'(N)
(0 0 A) ( 0 0 f()\) )
A1 00 FN) () 37N 2"(N)
for1o 0 f(N) () 2"\
00 X 1| 0 0 () ()
00 0 A 0 0 0 f(\)
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Jordan-lohkot

Olkoon A n x n-matriisi, jonka ominaisarvot ovat Ag, ..., Ak (eivat
valttamatta erisuuret). Talldin on olemassa sellainen kaantyva
matriisi P, ettd P~1AP voidaan esittid lohkomuodossa

N
plap — e
Iy,

Matriisi P voidaan valita siten, etta sen sarakkeet ovat matriisin A
ominaisvektoreita tai yleistettyja ominaisvektoreita.
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Jordan-lohkot

Yleistetyt ominaisvektorit

Ominaisarvoon A kuuluva matriisin A ominaisvektori toteuttaa
yhtalon
(A=X)x=0

Ominaisarvoon A kuuluva matriisin A kertaluvun k yleistetty
ominaisvektori toteuttaa yhtalon

(A= X)kx =0.
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Jordan-lohkot

Yleistetyt ominaisvektorit

Jos (A — A)kx =0, on myds (A— \)ktlx = 0.

Maaritelma

Olkoon Ef\‘ vektoriavaruus, joka koostuu matriisin A ominaisarvoon
A kuuluvista, kertaluvun k ominaisvektoreista.

v

Edellamainitun perusteella E/{‘ C E)’f“.
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Jordan-lohkot

Maaritelma

Ominaisarvoon A kuuluvat yleistetyt ominaisvektorit x
muodostavat Jordanin ketjun, jos xx_1 = (A — A )x.

Jordanin normaalimuodon valittavan matriisin sarakkeet voidaan
valita yleistettyjen ominaisvektoreiden joukosta siten etta ne
muodostavat Jordanin ketjun oikealta vasemmalle.
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Jordan-lohkot

3
1
ominaisvektorien avaruus (1,1)7.

Jordanin normaalimuotoa varten etsitaan toisen kertaluvun
ominaisvektoreita, jotka ovat yhtalon

Matriisin A = < 1 ) ainoa ominaisarvo on 2 ja tahan liittyva

(A=X)>x=0

ratkaisuja. Koska tissi tapauksessa (A — A\/)? = 0, kelpaa mika
tahansa vektori, esim. (1,0)7 ylldolevan yhtilon ratkaisuksi.
Jordanin ketju voidaan muodostaa valitsemalla
x3=(A-AN(1,0)7 = (1,1)".
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Jordan-lohkot

1
10

. (21
PAP_<02.

Nain ollen matriisi P = (

) on Jordanin normaalimuodon

valittava matriisi:
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Esimerkki

Avaruus E11

—4 10 -17
A=| -1 3 -4,
1 -2 4

det(A— M) =0 (1-A)3=0c \=1.

Avaruus E}:

-5 10 -17 X 0
A-1-NHx=0&| -1 2 -4 y |=10
1 -2 3 z 0

& (x,y,2) =(2y,y,0) = y(2,1,0)
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Esimerkki

Avaruudet E? ja E}

Avaruus EZ:

-2 4 —6 X 0
(A-1-1x=0<| -1 2 -3 y |=10
00 0 z 0

<:>(x,y,z) = (2_)/*327}/,2) :y(2,1’0)+2(73,0, 1)

Avaruus E3: (A—1-1)3x = 0.
Nyt (A—1-1)3 =0, joten £} = C3
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Esimerkki

Ominaisvektoreiden valinta
E' =((2,1,0)), E2 =((2,1,0),(-3,0,1)), E3 = C3, dimensiot 1,
2 ja 3.
@ Ensin valitaan 3 — 2 = 1 vektoria avaruudesta E3 \ E2, esim.
(1,0,0)7
e Sitten valitaan 2 — 1 = 1 vektoria avaruudesta E2\ E?,
joukkoon pitaa valita (A — /)(1,0,0)" = (=5,-1,1)".
e Sitten valitaan 1 vektori avaruudesta E1, joukkoon pitii
valita (A—1)(=5,-1,1)T = (-2,-1,0)".
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Esimerkki

Matriisin P muodostaminen

@ P:n sarakkeiksi valitaan ominaisvektorit aloittaen alimmasta
kertaluvusta

@ Sarake x sijoitetaan valittomasti sarakkeen x1 vasemmalle
puolelle, jos (A — A)xky1 = Xk

2 -5 1
P=[ -1 -1 0
0 10

jolloin
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Matriisien eksponenttifunktio

Jos
A1 0
J=10 X 1 |,
0 0 A
on
o 4 (A 10 "
J
e = ZE 0 A 1
n=0 0 0 X\
> A" pA™L Zn(n—1)A"2
= > = o nAn~
n!
n=0 0 0 A7
N ) %e’\
= 0 e et
0 0 et
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Kosinilause

[1x — yII? = [Ix]1> + |ly||* — 2||x]||]y|| cos 6

Pistetulo: Geometrinen maaritelma
Vertaa: Kun x, y € R.

x —y[> = x> + [y|> —2x - y.

Maaritellaan
x -y = ||x]|[|y|| cos,

jolloin

[lx = yII* = [1x|]? + [ly|]* — 2x - y
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Pistetulo: Ominaisuuksia

o x - x = |x||||x]| - cos 0 = [|x||?
[+] x:y:ycx
° (ax)-y =a(x-y)=x-(ay)
o (x+y)z=x-z+y- z

v

Koskai-i=j-j=1jai-j=0, on vektoreille x = x1i + xof ja

y=yii+yj
x-y = (xi+xj)- (1i + yof)
= xui - y1l + X1 - yof + x0f - y1i + xof - yof
= X1y1 + Xo)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Jos x ja y ovat rivivektoreita, on matriisitulo
y1
xyT = (x1,...,xn) : =X1y1+ ...+t XnYn=Xx'Y.
Yn
ai
Jos A= : (riviesitys) ja B = (by ... b,) (sarake-esitys)
dn
ovat n X n-matriiseja, on
al-bl 81-b2 al-b,,
a2-b1 32~b2 ag-b,,
AB = _ _
a,-b, a,-b, ... a,-b,
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Yleistys ja abstrahointi

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — R, on
sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
epanegatiivisuus ja epadegeneratllwsuus)

(
e (x,y) = (¥, x) (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).
o (ax + by,z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus).

Vektoreiden x = (x1,...,xn) jay = (y1,...,yn) € R" pistetulo
maaritellaan x -y = x1y1 + ... + Xpyn- Tama toteuttaa sisatulon
ehdot. Niin my6s vililla [a, b] jatkuvien reaalifunktioiden joukossa

CO[a, b] mairitelty
b
(f.g) = / fg.
a
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Sisatuloja on useita: Jos p1,...,pn, > 0, on

(x,y) = p1X1y1 + ...+ PnXnYn

on sisatulo.

Maaritelma

n x n matriisi A on positiividefiniitti jos xAxT > 0 kaikille
x € R"\ {0}.
Jos matriisi A on symmetrinen (A = AT) ja positiividefiniitti, on

(x,y) = xAy"

sisatulo.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Olkoon f : R" — R lineaarikuvaus. Koska lineaarikuvauksella on
myOs aina matriisiesitys, voidaan todeta etta

f(x) = Arx

jollekin matriisille 1 x n-matriisille Af (rivivektorille), kun x
esitetadn n x 1-matriisina (sarakevektorina).

X1
Merkitdan Ar = a = (a1,...,an) ja x = : |, jolloin

Xn

f(x)=Ax=a-x".
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Cauchyn-Schwarzin epayhtalo

Jokainen sisatulo toteuttaa epayhtalon

(%, ¥)1* < (x,x)(y.y)

byt + . xaynl? S O+ A XD+ +yR)

/fgs/f2/g2
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Olkoon V vektoriavaruus. Vektoriavaruuden normi on kuvaus
V — R, x — ||x||, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ ||x|| > 0 ja ||x|| = O tarkalleen silloin kun x = 0 (positiivisuus
ja epadegeneratiivisuus)
e ||ax|| = |a|||x|| (skalaarin siirto)

o [[x +yl| <|[x]| + ||yl (kolmioepayhtalo)

Sisatulo indusoi aina normin:

[Ix[| = v/ (x,x),

mutta normeja on aina useita.
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