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1. Ratkaise epéyhtild 2% + 25+ > 192.

Mallivastaus:

2% 4 2%+l 5 192

&S 27422 > 192
& 3.2 >192

& 2> 64

& oz >logy64=6

2. Arvioi kuinka monta numeroa tarvitaan kun 22922 kirjoitetaan kymmenjirjes-
telméssd. Ohje: Mieti ensin mitd ovat log;q 10, log;q 100, log;, 1000, jne. Miten
luvun kymmenkantainen logaritmi liittyy kymmenjérjestelméesityksen nume-
roiden m&ardan?

Mallivastaus: log;; 10 = 1, log;y 100 = 2, log;7 1000 = 3, jne. Luvun kymmen-
kantainen logaritmi néyttaa liittyvin (suunnilleen) sithen kuinka monta nume-
roa kymmenjirjestelméssi tarvitaan luvun esittdmiseen. Voidaan vield lisdksi
todeta, ettd esim. log;p9 < 1, log(99 < 2, jne.

Tarkemmin: Voidaan todeta, ettd luvun x esitykseen vaadittavien numeroiden
madrd kymmenjirjestelmassa on

[logyo ] + 1,

missd |« tarkoittaa luvun o katkaisua sitd ldhinnd pienempéén tai yhtdsuu-
reen kokonaislukuun.

logy0(229%%) = 2022 - logyy 2 = 608.638.. . .,

mista
log10(22°22)| + 1 = 608 + 1 = 609.

Niin ollen luvun esitys vie 609 numeroa kymmenjirjestelméssa.

3. Tiedetdén, ettd sing = % Selvitd kaikki yhtélon sinx = % ratkaisut. Ohje:
Kaytéd yksikkdympyréd ja sinifunktion jaksollisuutta.
Vastaus: Yksikk6ympyrén avulla saadaan myds sin(r—¢) = %, siis myos kulma
T— = %” toteuttaa yhtélon. Néiden lisdksi yhtdlon toteuttavat myos kaikki

aiemmin 16ydettyihin lisdtyt tdyden ympyran monikerrat:

™

{6+27m|n€Z}U{5%+27m\nEZ}.

4. Tiedetdén, ettd a € [0,7] ja ettd cosa = % Mikd on sina:n tarkka arvo?

Entd kulman o likiarvo? Ohje: Kéyté aluksi yhtilod sin?a 4+ cos?a = 1 ja

yksikkGympyraa.
Mallivastaus: Koska a € [0, 7], on sina > 0. Néin ollen sina = /1 — cos? a =

\J1—= g = \/g = % Likiarvo kulmalle «a:

a=sin"tZ=0,720728...
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. Sievennd (5+14)(4 — 3i), (=2 + 31)6 — 5i ja

Kiayta taulukkokirjasta tai [Wikipediasta, 16ytyvid trigonometrisia kaavoja ja
sievennd

V/(cos 2z — 1)2 + (sin 2x)2
niin yksinkertaiseksi kuin mahdollista. Tavoite: 2 |sin z|.

Mallivastaus:

V/(cos 2z — 1)2 + (sin 2x)2
= \/COSQQJ) —2cos2z + 1+ sin? 2z

= V2 —2cos2z

= /2(1 — cos2x)

= \/2(1 — (1 —2sin%7))
= Vdsin?z = 2|[sinz|

Huom: Seuraavissa tehtévissé i tarkoittaa imaginaariyksikk6a
. 2-3
5—2i
Mallivastaus: (5+14)(4 — 3i) = 20 — 15i +4i — 3i%2 = 23 — 114, (=2 +3i)6 — 5i =
. . . . . . 2-3i (2-3i)(b+2i
—2+434)(6+51) = —12—10i+18i+15i* = —27+8 =
(—2+3i)(6+51) i+18i+151 +8ija (52 1 2i
10 +4i — 15i — 6i* 16 —11i 16 11,
= =— — —1.
25 + 107 — 107 — 442 29 29 29
Etsi kaikki yht#lon 22 — 6z + 13 = 0 ratkaisut.

64/ (—6)2—4-1-13 _ 64+/—16 _ 6+4i __ .
> = 5 =5t = 3+ 24.

) _
)

Mallivastaus: z =

. Etsi napakoordinaattiesitys luvulle —1 + iv/3.

Vastaus: }—1 +z\/§| =1/ (—1)2 + \/§2 = 2. Vaihekulmaa varten pitda etsii

yhtélon tan § = f—? = —+/3 ratkaisut. Yksi ratkaisu on = arctan(—v/3) = —3.
Koska luvun vaihekulma on selvisti vililld (5, 7), valitaan ratkaisuksi —§ +7 =
%’r. Niin ollen napakoordinaattiesitykseksi saadaan

2 2 ;
2(cos ?ﬂ + ¢sin %) =2e3".

. Midritd kaikki kompleksisen logaritmin Log(—1 + iv/3) arvot.

Mallivastaus: Luvun kaikki polaariesitykset ovat 2e(%5 +2mn)i

ollen kaikki logaritmin arvot ovat

, missé n € Z. Niin

2
Log(—1+iv3) =1n2 + z(ér + 27n),

missa n € Z.

Maarita potenssin i3 kaikki arvot.

Mallivastaus: Ensin on etsittdva kaikki kantaluvun polaariesitykset. Itseisarvo
li| = 1 ja vaihekulmaksi voidaan valita 7. Néin ollen kaikki polaariesitykset

(5+2mn)i

ovat i = e , joten

Logi = (g + 27n)i,


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_trigonometric_identities
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misséd n € Z. Niin ollen

5 Logi = (% + )i,
joten
1

1 . T .
_ 5 Log1 i imn
12 = e2 ,

=e4'e
missé n € Z. Koska "™
muodossa

saa vain arvot +1 ja —1, voidaan yll& oleva kirjoittaa

s
= te4”.

N

)
Fulerin kaavan perusteella

fzgi—(:osz—&-isirlﬁ—L
4 4 2

joten tulos voidaan kirjoittaa my0s muodossa

+1

Sl

N

it = +(

L
— +i—).
V2 V2
Laske kertolasku (z — 1)(22 + 2z + 1) ja etsi sen perusteella kaikki yht#lén
23 — 1 = 0 ratkaisut.
Mallivastaus: (z — 1)(22 + 24+ 1) =23 + 22+ 2 — 22 — 2 — 1 = 2% — 1. Yhtdld
23 = 1 voidaan siis kirjoittaa muodossa (z —1)(2% + 2+ 1) = 0, jonka ratkaisut
—1+y/1T—-41-1 -1+y/=3 —14iV3

2 B 2 2

I{2u0mautus. Vertaa tulosta luennolla esitettyihin kolmansiin ykk&senjuuriin:
es ™ missd n € {0,1,2}.

ovat z =1]ja z =

Etsi kaikki yhtilon 22 — 322 + 32z — 2 = 0 kaikki ratkaisut. Esitd ne muodossa,
joista kdy ilmi reaali- ja imaginaariosat. Ohje: K&yt4 binomikaavaa, merkitse
w = z — 1 ja ratkaise ensin w.

Mallivastaus: Binomikaavan perusteella yhtdlo voidaan kirjoittaa muodossa
(z—1)% =1,

josta saadaan luvulle z — 1 = w kaikki mahdolliset arvot kolmansina ykkosen-
juurina:

w= e%ﬁi'n,
missd n € {0,1,2}. Néin ollen
27
z=14+e3 ™",

missd n € {0,1,2}. Arvolla n = 0 saadaan

2w 0

l14+e3 ™V =2.
Arvolla n = 1 saadaan
27 27T 27T ].
14+es =1 2y isnE=1-—Z2
+e ~+ cos 3 + 7s1n 3 5

Arvolla n = 2 saadaan

4mi 47 41 1 \/g 1 \/g
1 :1 _— ) Si 7:1—7—7 _—
+e3 —1—0053 —|—zsm3 5 5 5



