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Matematiikan perusteista

@ Kaikki matemaattiset teoriat voidaan esittaa
aksiomaattis-deduktiivisessa muodossa.

@ Teorian peruskasitteet ja -oliot esitetdan maaritelmina ja
niiden valiset suhteet tai aksioomina.

o Kaikki muut teorian vaittamat (lauseet, teoreemat) johdetaan
aksioomista loogisesti.

@ Matemaattinen teoria: Niiden lauseiden joukko, jotka voidaan
johtaa aksioomista.
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Matematiikan perusteista

Vaatimuksia aksiomatiikalle

@ Peruskasitteiden ja aksioomien pitaisi olla yksinkertaisia
@ Aksioomia pitaisi olla vahan

@ Aksioomien pitaisi olla ristiriidattomia
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Matematiikan perusteista

Peanon aksiomatisointi luonnollisille luvuille

Peruskasitteet: Joukko N, luku 1 € N ja luvun n seuraaja s(n).
Aksioomat:
@ Jos n# m, niin s(n) # s(m) (kahdella eri luonnollisella luvulla
on eri seuraaja).
@ Kaikille joukon N alkioille n patee s(n) # 1 (ykkonen ei ole
minkaan luonnollisen luvun seuraaja).
© Jos joukko A sisaltaa luvun 1 ja jokaisen sisaltamansa luvun
seuraajan, niin silloin A sisaltaa kaikki luonnolliset luvut
(induktioaksiooma).
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Loogisesta paattelysta

Paattelyn muotoja

@ Deduktiivinen

@ Induktiivinen
@ Abduktiivinen

o Matematiikka rakennetaan yksinomaan deduktiivisen
paattelyn turvin

@ Luonnontieteissa induktiivinen paattely on tyypillista
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Loogisesta paattelysta

Deduktiivinen paattely

o Airellinen maira paittelysaantdja

@ Oletusten ollessa tosia ovat johtopaatokset tosia

@ "Loogisesti sitova”

Modus ponens

¢ 9=
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oogisesta paattelyst

Syllogistinen logiikka

Aristoteles (384-322 eaa)
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Loogisesta paattelysta

Syllogistinen logiikka

Premisseista paatellaan johtopaatos. Premisseja voi olla kaksi:
Paapremissi ja alipremissi

v

Sokrates on ihminen

Sokrates on kuolevainen

Johtopaatos ei seuraa premissistal
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Loogisesta paattelysta

Jokainen ihminen on kuolevainen Sokrates on ihminen
(paapremissi) (alipremissi)
Sokrates on kuolevainen
(johtopaatos)

Johtopaatos seuraa premisseista.
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Merkintoja

Kreikkalaiset aakkoset

alfa A «a ioota I e rhoo P »p
beta B kappa K Kk, »x sigma Y o0,¢
gamma [« lambda A A tau T 7
delta A 0 myy M ypsilon T w
epsilon E € nyy N v fii d o, 0
zeeta Z ( ksii = ¢ khii X x
eeta H n omikron O o psii v 9
theeta © 6,9 pii M x,w oomega Q w
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Logiikan merkintoja

A (konjunktio eli looginen ja)
V (disjunktio eli looginen tai)

— (negaatio eli looginen ei)

V (universaalikvanttori)

]
*]
(*]
e — (implikaatio eli looginen seuraus)
]
°

3 (eksistentiaalikvanttori)
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Logiikan merkintoja

o Logiikan kaava (x > 1) A (y < 0) vaittaa, ettda x > 1 ja y < 0.
o Kaava (Vx)(x? > 0) viittai, ettd jokainen x toteuttaa ehdon
2
x< > 0.

e Kaava (3x)(Vy)(y < x) vaitaa, ettd on olemassa sellainen x,
etta kaikille y:ille y < x

o Kaava (Ve > 0)(35 > 0)(|x — 3| < d — |x? — 9| < €) vaittaa,
etta jokaista positiivilukua € kohti on olemassa sellainen
positiiviluku 4, ett3 ehdosta [x — 3| < d seuraa |x? — 9| < e.
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Joukko-oppi

Joukko koostuu mista hyvansa olioista, mutta on voitava tarkoin
maaritella ainakin periaatteessa, kuuluuko jokin olio joukkoon vai
ei. Olioita, joista joukko koostuu, kutsutaan alkioiksi.

Merkintoja
e A=1{1,2,3} ={2,1,3} = {1,2,2,3}
@ € on ns. kaksipaikkainen relaatiosymboli ja merkinta x € A
tulkitaan siten, etta alkio x kuuluu joukkoon A
e x ¢ A tarkoittaa —(x € A)

e Merkinta {x € A| ¢(x)} tarkoittaa joukkoa, joka sisaltaa
sellaiset joukon A alkiot x, jotka toteuttavat pystyviivan
oikealla puolella olevan kaavan ¢(x)
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Joukko-oppi

{x € N| x <10 A x pariton} = {1,3,5,7,9}

Maaritelma

o A= B & (Vx)(x € A<+ x € B) (yhtdsuuruus)

e AC B & (Vx)(x € A— x € B) (osajoukko)

@ AUB = {x|x e AV x € B} (yhdiste eli unioni)
AN B ={x|x e AAx e B} (leikkaus eli intersektio)
A\ B ={x|x € AANx ¢ B} (erotus eli differenssi)
A=0 < (Vx)(x ¢ A) (tyhja joukko)
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Joukko-oppi

Merkitys matematiikalle

@ Melkein kaikki matematiikka on palautettavissa joukko-oppiin.
Esimerkiksi voidaan sopia, etta () <+ 0, {0} < 1,
{0,{0}} < 2, {0,{0},{0,{0}}} < 3, jne.

o Vain yksi relaatiosymboli € tarpeen, muut maaritellaan siihen
perustuen.

@ Erittain yksinkertainen teoreettinen perusta matematiikalle. )
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Joukko-oppi

Tarkeimmat lukujoukot

@ Luonnolliset luvut N = {1,2,3,...},
e Kokonaisluvut Z=1{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},
e Rationaaliluvut Q = {3 | a, b € Z, b # 0},

@ Reaalilukujen joukkoa merkitaan symbolilla R, ja

o Kompleksilukujen joukkoa symbolilla C.
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Joukko-oppi

o [a,b] = {x € R|a<x < b} (suljettu vali)

e (a,b) = {x € R|a< x< b} (avoin vili)

@ [a,b) = {x € R|a<x < b} (puoliavoin vali, analogisesti
(a, b])

@ [a,00) = {x € R| a < x} (suljettu puolisuora, analogisesti
(=00, a])

e (a,00) = {x € R| a < x} (avoin puolisuora, analogisesti
(—o0

,a))
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Gottlob Frege

Gottlob Frege (1848—1925)
@ Propositio- ja predikaattilogiikka

e Matematiikan perusteet: Grundgesetze der Arithmetik (vol. 1
(1893), vol. 2 (1903))
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Russellin paradoksi (1901)

Bertrand Russell (1872-1970)
Olkoon A= {X | X ¢ X}. Onko A € A?
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Merkintoja
n
a1+ag+...+an:Za;
i=1

n
31-32-...-2,,:1_[3,'
i=1 )

Summamerkinndssa 1 on summauksen alaraja, n ylaraja ja i
summausindeksi. Summausindeksin valinta ei ole tarkea, vaan

n n
E a; = E ak
i=1 k=1
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Merkintoja

Summamerkinnan kasittely
n n
o CZ dj = Z ca;

oZa,—l—Zb_Za,-—l—b,-)
i=1
oZa;:ZaH— Z aj
W a1 ma
oza,_za,+1_za,_
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