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Joukko-oppi

Joukko koostuu mista hyvansa olioista, mutta on voitava tarkoin
maaritella ainakin periaatteessa, kuuluuko jokin olio joukkoon vai
ei. Olioita, joista joukko koostuu, kutsutaan alkioiksi.

Merkintoja
e A=1{1,2,3} ={2,1,3} = {1,2,2,3}
@ € on ns. kaksipaikkainen relaatiosymboli ja merkinta x € A
tulkitaan siten, etta alkio x kuuluu joukkoon A
e x ¢ A tarkoittaa —(x € A)

e Merkinta {x € A| ¢(x)} tarkoittaa joukkoa, joka sisaltaa
sellaiset joukon A alkiot x, jotka toteuttavat pystyviivan
oikealla puolella olevan kaavan ¢(x)
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Joukko-oppi

{x € N| x <10 A x pariton} = {1,3,5,7,9}

Maaritelma

o A= B & (Vx)(x € A<+ x € B) (yhtdsuuruus)

e AC B & (Vx)(x € A— x € B) (osajoukko)

@ AUB = {x|x e AV x € B} (yhdiste eli unioni)
AN B ={x|x e AAx e B} (leikkaus eli intersektio)
A\ B ={x|x € AANx ¢ B} (erotus eli differenssi)
A=0 < (Vx)(x ¢ A) (tyhja joukko)
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Joukko-oppi

Merkitys matematiikalle

@ Melkein kaikki matematiikka on palautettavissa joukko-oppiin.
Esimerkiksi voidaan sopia, etta () <+ 0, {0} < 1,
{0,{0}} < 2, {0,{0},{0,{0}}} < 3, jne.

o Vain yksi relaatiosymboli € tarpeen, muut maaritellaan siihen
perustuen.

@ Erittain yksinkertainen teoreettinen perusta matematiikalle. )
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Joukko-oppi

Tarkeimmat lukujoukot

@ Luonnolliset luvut N = {1,2,3,...},
e Kokonaisluvut Z=1{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},
e Rationaaliluvut Q = {3 | a, b € Z, b # 0},

@ Reaalilukujen joukkoa merkitaan symbolilla R, ja

o Kompleksilukujen joukkoa symbolilla C.
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Joukko-oppi

o [a,b] = {x € R|a<x < b} (suljettu vali)

e (a,b) = {x € R|a< x< b} (avoin vili)

@ [a,b) = {x € R|a<x < b} (puoliavoin vali, analogisesti
(a, b])

@ [a,00) = {x € R| a < x} (suljettu puolisuora, analogisesti
(=00, a])

e (a,00) = {x € R| a < x} (avoin puolisuora, analogisesti
(—o0

,a))
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Gottlob Frege

Gottlob Frege (1848—1925)
@ Propositio- ja predikaattilogiikka

e Matematiikan perusteet: Grundgesetze der Arithmetik (vol. 1
(1893), vol. 2 (1903))
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Russellin paradoksi (1901)

Bertrand Russell (1872-1970)
Olkoon A= {X | X ¢ X}. Onko A € A?
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Merkintoja
n
a1+ag+...+an:Za;
i=1

n
31-32-...-2,,:1_[3,'
i=1 )

Summamerkinndssa 1 on summauksen alaraja, n ylaraja ja i
summausindeksi. Summausindeksin valinta ei ole tarkea, vaan

n n
E a; = E ak
i=1 k=1
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Merkintoja

Summamerkinnan kasittely
n n
o CZ dj = Z ca;

oZa,—l—Zb_Za,-—l—b,-)
i=1
oZa;:ZaH— Z aj
W a1 ma
oza,_za,+1_za,_
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Binomikaava

ol=1, nl=nn-1)(n—-2)-...-2-1=n-(n—-1)!

n! ilmaisee kuinka monella tavalla n alkiota voidaan jarjestaa
jonoon: Ensimmaista alkiota kohti on n mahdollisuutta, toista
kohti n — 1, jne.

Luvut {1,2,3} voidaan jarjestaa jonoon 3! =3-2-1=6:lla
tavalla: 123, 132, 213, 231, 312 ja 321.
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Binomikaava

Binomikerroin

Olkoon (}) tapojen maara valita k alkiota n:std kiinnittamatta
huomiota jarjestykseen. Maara voidaan selvittaa seuraavasti:

@ Kun jarjestykseen kiinnitetaan huomiota, voidaan k alkiota
n:std valita n- (n—1)-...-(n— k + 1) tavalla.

o Koska jarjestamattomat k alkiota voidaan jarjestaa k! tavalla,
on tima sama kuin k!(7). Siis

k!<Z> —n-(n—1)-... (n—k+1)
n-(n—1)-...-(n—k+1)(n—k)-...2-1 _ nl

(n—k)-...2-1 (n— k)!

= (o) = mm
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Binomikaava

= 18643560

<40> 40! 40-39-38-37-36-35-34

7) 71331 71
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Binomikaava

Esimerkkeja

<g>:0!-(r,:!—0)!:Zi:1,




Binomikaava




Binomikaava

Pascalin kolmio
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Binomikaava

Binomikerroin
Olkoot a, b € R:

(a+ b)?> = (a+ b)(a+ b) = aa+ ab + ba+ bb = a* 4 2ab + b?

(a+b)® = (a+ b)(a+ b)?
= (a+ b)(aa+ ab + ba + bb)
= aaa+ aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb
= a°+3a°b+3ab® + b

(2+b)"=aa...aa+aa...ab+aa...ba+ ...+ bb...bb
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Binomikaava

Binomikerroin

Olkoot a, b € R:
(a+b)" = aa...aa+aa...ab+aa...ba+ ...+ bb...bb
n
= > C(n k)a" b
k=0

@ C(n, k) on niiden yhteenlaskettavien maara, jossa on k kpl
b:ta.

@ Kuinka monella tavalla voidaan valita n-pituisen jonon k
jonon jasenta b:ksi (loput a:ksi)?

o C(n,k)=(}).
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Binomikaava

Newtonin binomikaava

o (a+b)*= (3)34 1 (zll)a3b+ (‘2‘)32b2 I (g)ab3 o (3) b* =
a* + 4a%b + 622b2 + 4ab® + b*
n n . n n—k1k __ - n

0 2"=(1+1) :Z<k>1 1 _Z(k>

k=0 k=0
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Rationaaliluvut

Q={;labez}

o Alretdn mi3ari esityksid: — = —, ne Z
b nb
. . . a _¢c a ad+ bc
@ Tihea: jos — < —, on —

C
b<d° b 26d ~d
oJosa,b>0,oan-%:NaZN.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Pythagoras

Yhtilolla x? = 2 ei ole rationaalisia ratkaisuja.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Tehdaan vastaoletus, jonka mukaan yhtalolla on rationaalinen
ratkaisu. Silloin on olemassa myos supistetussa muodossa oleva

rationaalinen ratkaisu % Voidaan olettaa etta m, n > 0 ja talloin

Tasti nahdain ettd m? on parillinen, joten myds m on parillinen,
siis m = 2ms, missa m; € N
Sijoittamalla m = 2my yllaolevaan yhtaloon nahdaan, etta

(2my)? = 2n® & 2m? = n?,

mistd huomataan etti n? on parillinen, jolloin myds n on parillinen.
Tama on ristiriita, silla 77 oli supistetussa muodossa.
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Reaalilukujen ominaisuuksia

Onko yhtilolla x? = 2 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
Onko yhtilolla x? = —1 ratkaisua reaalilukujen joukossa R?
Mista johtuu eroavaisuus vastauksissa?

Mita tarkalleen ottaen ovat reaaliluvut?

Miksi v/2 on olemassa joukossa R?

Miksi yhtilon x> = —1 ratkaisua ei ole joukossa R?

e 6 6 6 o o
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