Insinoorimatematiikka: Todennikoisyyslaskenta

Demonstraatio 2, 24.1.2023

1. Kahden nopan heitossa hylatdin silméluvut joiden summa on suurempi kuin
10 ja heitetadn uudelleen. Miké on todennikdisyys sille, ettd silmalukujen sum-
mana saadaan 37 entd 67

Mallivastaus: Kyse on ehdollisesta todennékoisyydestid. Kahden nopan heitossa
saadaan silmalukujen summaksi S yli 10 vain tapauksissa (6,6), (5,6) ja (6,5).
Niin ollen tapoja saada summaksi korkeintaan 10 on 6 -6 — 3 = 33. Summaksi
voidaan saada 3 seuraavilla tavoilla: (1,2) ja (2,1) joten

2
P(S =35 <10) = 5 ~0,06.

Toisaalta silmélukujen summaksi voidaan saada 6 seuraavilla tavoilla: (1,5),
(2,4), (3,3), (4,2), (5,1) (yhteensd 5 kpl), joten

5
P(S =65 <10) = .2 ~0.15.

Huomautus: Mallivastauksesta kiy ilmi, etta yritettdessa generoida satunnai-
sia lukuja joukosta {1,2,3,...,10} kahta noppaa heittamélli ja sivuuttamalla
10 ylittavat tulokset ei padstd tasaiseen jakaumaan, jossa jokaisen tuloksen
e wes . . 1
todennékoisyys olisi 7
2. Satunnaisbittigeneraattori tuottaa bittejd riippumattomasti. Nolla ilmaantuu
todennikodisyydelld p ja ykkonen todennidkdisyydelld ¢ = 1 — p. Kahden perék-
kéisen bitin jono hyldtéddn, jos se on 00 tai 11, ja hyviksytddn muutoin. Miké
talldin on todenndkdisyys, ettd saadaan jono 017

Mallivastaus: Kyse on ehdollisesta todennikdisyydestéd. Jonot 00, 01, 10, 11
saadaan todennikoisyyksilla p?, pq, gp ja qq. Todennikoisyys hyviksytylle jo-
nolle on siis

P(01 U 10) = P(01) + P(10) = pg + qp = 2pq.

Ehdollinen todennékoisyys jonolle 01 on siis

P(01) _pq 1

P(01U10) 2pg 2

Huomautus: Mallivastauksesta kidy ilmi, ettd epdtasaisen (0 ja 1 eri toden-
nikoisyyksilld) satunnaisbittigeneraattorin avulla on mahdollista rakentaa sa-
tunnaisbittigeneraattori, jossa 0 ja 1 saadaan molemmat todennikdisyyksilla
%. Tama saadaan aikaan tulkitsemalla jono 01 nollaksi, 10 ykkoseksi ja hylkda-
mallé jonot 00 ja 11. Edellytyksend on tietysti riippumattomuus: satunnaisbitin
arvo ei saa riippua aiemmin saaduista arvoista.

3. 30% sadepiivistd alkaa pilviselli aamulla ja 15% kaikista péivistd alkaa pil-
visella aamulla. Kuitenkin vain 10% péivista on sadepaivid. Miké on sateen
todennikdisyys jos aamu on pilvinen?

Ohje: Kéaytd esim. symbolia S merkitsem&an sadepéivdd ja P merkitsemain
pilvistd aamua. Kysytty todennédkoisyys on talloin P(S | P), ja tdméan selvit-
tamiseksi voi kiyttda Bayesin lausetta.



Mallivastaus: Tiedetdén siis etta P(S) = 0.1, P(P) = 0.15, ja ettd P(P | S) =
0.3 ja kysytddn todenndkoisyytta P(S | P).

Bayesin kaavan mukaan
P(S | P)-P(P) =P(P|5)-P(S),
josta

P|S)-P(S) 0.3-0.1
= = 0.2
P(P) 0.15

P
B(S | P)=
Kysytty todennikéisyys on siis 20%.

. Millainen esimerkin voit antaa tapahtumista A ja B jotka ovat riippumatto-
mat, mutta eivit toisensa poissulkevat? Enté tapahtumista jotka ovat toisensa
poissulkevat, mutta eivit riippumattomat?

Mallivastaus: Esimerkiksi kahden nopan heitossa A = {(1,1),(1,2),...,(1,6)}
(1. noppa 1) ja B = {(1,1),(2,1),...,(6,1)} (2. noppa 1) toisistaan riippumat-
tomat, silli P(A N B) = 3= = P(A)P(B). Nimi eiviit kuitenkaan ole toisensa
poissulkevat, silla AN B = {(1,1)} # 0.

Esimerkiksi yhden nopan heitossa tapahtumat A = {2,4,6} (parillinen sil-
méluku) ja B = {1,3,5} (pariton silméluku) ovat toisensa poissulkevat, siis
AN B =, mutta eiviit riippumattomat, silli P(A N B) = P(#) = 0, mutta

P(A)P(B) =33 =1

6
. Osoita, ettda P(A \

:.
B) = P(A) — P(AN B). Ohje: A = (ANB)U (A\ B) ja
(ANB)N(A\B) =10

(miksi?).

Mallivastaus: Joukko-opilliset yhtdsuuruudet osoitetaan aina oikeaksi ndytta-
malléd toteen, ettéd joukoilla on samat alkiot. Kaytéannossi perusteluksi hyvik-
sytddn Vennin diagrammi, mutta tdsméllisyyden vuoksi tassi esitetddn eksakti
todistus.

1) A= (ANB)U(A\ B) koska jos z € A muttaz ¢ B, on x € A\ B. Toisaalta
jos x € B, on x € AN B. Kummassakin tapauksessa siis  kuuluu jompaan
kumpaan oikean puolen joukkoon. Siséltyminen toisin péin on ilmeinen: Jos z
kuuluu oikean puolen joukkoon, kuuluu se myos joukkoon A.

2) Leikkausta koskeva viittdméa johtuu siité, ettd jos © € AN B, on z € B ja
talloin x ¢ A\ B. Samoin jos x € A\ B, on z ¢ B jasiksiz ¢ AN B.

Ottaen huomioon joukko-opilliset yhtdsuuruudet saadaan
P(A)=P(ANB)U(A\B))=P(ANB)+P(A\ B),
misti vaittdma seuraa valittomasti.

. Osoita, ettd jos A ja B ovat riippumattomat, niin myds A ja B ovat riippu-
mattomat. Ohje: AN B = A\ B (miksi?).

Mallivastaus: Joukko-opillisten yhtasuuruuksien oikeaksi osoittamiseksi hyvak-
sytddn Vennin diagrammi, mutta tdsmaéallisyyden vuoksi téssi esitetdéin eksakti
todistus.

reANB&srzeANr¢ Bs e A\B.



Tapahtumien A ja B riippumattomuus voidaan tilléin osoittaa seuraavasti:

P(ANB) =P(A\ B) = P(A) — P(AN B)
= P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B).

. Painotetun kolikon heitossa saadaan kruuna todennakdéisyydelld % ja klaava

todennikdisyydelld % Milla todennékoisyydelld saadaan klaava vasta kolman-
nella heitolla?

Mallivastaus: Kysytty todennédkoéisyys saadaan tulosdannollé:

2 2 1 4
— .. =——=x15
3 3 3 27 %

. Olkoot todennikdisyydet kruunalle ja klaavalle samat kuin edellisessi tehté-

vissd. Mikd on todennidkoisyys saada 7 klaavaa, kun kolikkoa heitetddn 21
kertaa?

Mallivastaus: Téssd kysytddn binomitodenndkdisyytta
)G (5) ~ous
7)\3) \3) T

. Olkoot todennikoéisyydet kruunalle ja klaavalle samat kuin edellisessd tehté-
vassd. Kolikkoa heitetdédn kunnes on saatu tasan 7 klaavaa. Mikd on todenné-
koisyys sille, ettd tdhén tarvitaan 21 heittoa?

Mallivastaus: Téssd kysytddn ns. negatiivista binomitodenndkéisyytta. Luen-
tojen perusteella tdmi on

(720) ) ()" =oos



