Insinoorimatematiikka: Todennikoisyyslaskenta

Demonstraatio 4, 7.2.2023

1. Oletetaan tunnetuksi, ettd riippumattomille satunnaismuuttujille X ja Y pa-
tee E(XY) = E(X)E(Y). Miten tasta seuraa, ettd riippumattomille satunnais-
muuttujille Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)?

Mallivastaus:

Var(X +Y) = E(X+Y)}) -EX +Y)?
= E(X?+2XY +Y?%) — (E(X)+E(Y))?
= E(X?) 4+ 2E(XY) +E(Y?) — (E(X)? + 2E(X)E(Y) + E(Y)?)
= E(X?) -E(X)2+E(Y?) -E(Y)?
= Var(X) + Var(Y)

2. Yritys valmistaa Led-lamppuja, joiden kestoikéd on likimain normaalisti jakau-
tunut, odotusarvon ollessa u = 25000 ja keskihajonnan o = 4000 (aikayksik-
kéna tunti).

a) Milld todennékoisyydelld lamppu kestda yli 28000 tuntia?
b) Milla todennékdisyydelld lamppu kestéd alle 20000 tuntia?
¢) Mikd on kestoaika, jonka ylittaéd vain 1% lampuista?

Ohje: Matlabissa standardoidun normaalijakauman kertyméfuntion kd&nteis-
funktio saadaan muodossa

norminv(p) .

Mallivastaus: Olkoon T kestoaikaa edustava satunnaismuuttuja.
a)
28000 — 25000

B(T 2 28000) = 1—P(T <28000) = 1 - (=)
= 1-0.773373... = 0.226627 . ..
b)
20000 — 25000
P(T <2 =¢(——— ) =0.1
(T < 20000) ( 4000 ) = 0.10565
¢) On selvitettavi sellainen luku ¢, etté
t — 25000 t — 25000
P(T >t)=0.01 1-¢(———) =001 (———) =0.
(T'>t)=0.01 & (4000)00<:>(4000)099
t — 25000
= 310.99)

4000
&t = 25000 + 40009 1(0.99) = 34305.4. ..

3. Merkitdan klaavaa 1:1l& ja kruunaa 2:lla painottamattoman kolikon heitossa.
Kun kolikkoa heitetddn n kertaa. Olkoon X; ¢:nnen heiton tulos (joko 1 tai 2)
sekd, X,, kaikkien heittojen tulosten otoskeskiarvo.

Kaytd suurten lukujen lakia selvittadksesi kuinka monta heittoa n tarvitaan,
etté IP’(’Xn — E(Xn)} < 0.01) > 0.99



Mallivastaus: Odotusarvo E(X;) = -2
ja Var(X;) = B(X?) —E(X;)? = 3 - (5)° = ¢
Tillsin E(X,,) = 2 ja suurten lukujen lain mukaan
— 3 1/4

P(| X, — = OoH)>1—- ——.
(’ " 2’ <00 = 1= or

T&ll6in ratkaistavaksi jaa epayhtélod

1/4 > 0.99

n-0.012 =

1/4
/4 _ 250000.

= > —
"= 0013

. Hyllyissé on tilaa kirjoille yhteensd 150 m. Yhden kirjan paksuus on keskim&a-
rin g = 3 ¢cm ja paksuuden keskihajonta ¢ = 0,8 cm. Arvioi milld todennikai-
syydelld 5200 kirjaa ei mahdu hyllyihin.

Ohje: Jos X; on kirjan ¢ paksuus, on yhteispaksuus Xj + ... + Xs900. Kéyta
keskeisté raja-arvolausetta.

Mallivastaus: Jos merkitdén P = X + ...+ Xs900 (yhteispaksuus, on E(P) =
5200 - 0.03 = 156 ja Var(P) = 5200 - 0.008% = 0.3328. T4llsin

150 — 0.03 - 5200
0.008v/5200

. Kun heitetddn noppaa 1000 kertaa, saadaan 180 kertaa silméluku 6. Arvioi
tallaisen tapahtuman todennékoéisyyttd, mikili noppa on painottamaton.

P(P > 150) = 1-P(P < 150) ~ 1—&( ) =1-1.23151-10"% ~

Ohje: Voit esimerkiksi méaritelld satunnaismuuttujan X joka saa kaksi arvoa:
0, jos silméluku on < 5 ja 1, jos silméiluku on 6 ja soveltaa keskeistd raja-
arvolausetta.

Vaihtoehtoisesti todennikdisyyttd voi arvioida binomijakaumaa kéiyttaen.

Mallivastaus: Tehtdvasséd on helpointa kiyttad binomitodennékdéisyytta. Jos sa-
tunnaismuuttuja Sg merkitsee silmélukujen 6 méadriaé, on

1000 1y 180 /5 1000—180
P(S6 = 180) = ( 180 ) <6) <6> =0.0175348 ...

Mikali halutaan kiyttaa keskeistd raja-arvolausetta ja normaalijakaumaa, voi-
daan merkitd S = X7 + ... + Xjo00, laskea E(X;) = % -1 4 % -0 = 5%,
E(X?) = §- 12+ 8- 0% = §, Var(Xy) = E(X7) - E(X,)* = § — (§)° = %
Jos silmélukuja 6 on tasan 180, saa S arvon 180 -1+ (1000 — 180) - 0 = 180.

T4llsin tulee arvioitavasi P(S = 180), mutta mikili tdtd tahdotaan arvioida
jatkuvalla jakaumalla, on tehtéva kokonaislukukorjaus ja arvioitava todenné-

kéisyytta

P(179.5 < § < 180.5) = P(S < 180.5) — P(S < 179.5)
180.5 — = - 1000) B @(179.5 — = -1000

5 5
/= - 1000 /2 - 1000

= 0.0178511...

Q

P

)



6. Olkoon X normaalijakautuman N (u,o?) mukainen satunnaismuuttuja. M-

ritd todennékoisyydet P(|X — p| > 30) ja P(|X — u| > 50).

Mallivastaus: Voidaan tarkastella komplementaarista todenndkdisyytté.:

(X —pl<30) = P
= P

(=30 <X —pu<30)
(=30+pn<x<30+p)=FBo+pu) —F(—30+p)
30+u 7 —30+pu—p
( ) — & )
o
(

= (X < 3) (X < —3) = 0.9973002039 . . ..

I
A

Yl F tarkoittaa normaalijakauman N (u,02) kertymifunktiota. T#ll6in

P(|X — p| > 30) =1 — P(|X — p| > 30) = 0.002699796063 . . .

Samoin
P(|X — u| <50) = ®(5) — ®(—5) = 0.9999994267 . . .,

josta

P(|X — p| > 50) = 1 —P(|X — p| < 5o) = 0.0000005733031438 ... ~ 5.7-10~7

. Satunnaismuuttuja X saa arvot 1, 2, 3 ja 4 todenndkdisyyksilld %, i, % ja %,
Laske entropia H(X) (yksikkoné bitti)

Mallivastaus:

1 1 1 1 1 1 1 7
H(X)——5108}25—Zlogzz—glo&g—glogzg—Z

. Satunnaismuuttujien X ja Y mahdolliset arvot ovat joukossa {1,2,3,4} ja
néilld on seuraavan taulukon mukainen yhteisjakauma:

~>]1 2 3 4
I 1T I
. |1 P T Y
5 |2 PR ¥
16 16 16 16
4 |+ 0 0 o0

Madrita todennikoisyydet P(X = i) ja P(Y = 14), kun i € {1,2,3,4} ja laske
entropiat H(X), H(Y), H(X | Y) sekd I(X | Y). Ohje: Esim. Todenndkdisyys
slle, ettd Y saa arvon 1 lasketaan 1. rivin todenn#koisyyksien summana (miksi?)
Mallivastaus: P(X = i) saadaan i:nnen sarakkeen todennikdisyyksien summa-
na ja P(Y = i) vastaavasti rivisummina. Tdmé seuraa esimerkiksi siitd miten
kokonaistodennakoisyys lasketaan. Esim.

PX=1) = PX=1|Y=1)PY =1D+PX=1]|Y =2)P(Y =2)
+ P(X=1]Y =3P =3)+P(X =1|Y =4)P(Y =4)
(
(

PX=1ANY=1)+PX=1ANY =2)

+ P(X=1AY =3)+P(X =1AY =4)
Néin ollen todennékdisyydet muuttujan X arvoille 1, 2, 3 ja 4 ovat 3 %, 33 ja
%. Vastaavasti Y todenn#kéisyydet saada arvoja 1, 2, 3 ja 4 ovat l, i ja %.



Téten
1 1 1 1 D D 3 3
H(X)=—(=zlogy = + - logy = + —logy, — + —log, —) = 1. 1...
(X) = —(5 logy 5 + 7 logy 7 + o5 logy o5 + o5 logy 7o) = 1.73861...,

1
7
Ehdollinen entropia H(X | Y') voidaan laskea kaavan H(X,Y) — H(Y') mukai-
sesti, kunhan ensin lasketaan

1 1 1 1 1 1 1
H(Y):_(Zlog21+110g21+110g21+110g2 = 2.

1 1 1 1
H(X,)Y) = —(=zlogy=+ —logy — + ...
+ i10 iJrllo 1+
16 %216 ' 8 2§
+ Llogy 4+ logy — +
16 %216 ' 16 216
1 53
-—4+...)=—=23312
1t ) 16 3.3125
Téstd saadaan H(X | Y) = H(X,Y) — H(Y) = 1.3125... ja edelleen I(X |
Y)=H(X)— H(X | Y) = 0.426109. . .

11
+ -lo
1 g2

. Jaakiekkojoukkue voittaa kotona pelatessaan todennékoisyydelld %, mutta vie-
rasjoukkueena pelatessaan vain todennékéisyydella % Pelipaikka on todenné-
kéisyydella % kotihalli ja % vieras halli.

Milla todennikdisyydelld joukkue voittaa pelin? Olkoon X satunnaismuut-
tuja, joka saa arvot {voitto,hdvié} ja Y satunnaismuuttuja, joka saa arvot
{koti, vieras}. Laske I(X | Y).

Mallivastaus: Voiton todenn#kéisyys saadaan kokonaistodennidkéisyys laske-
malla:

1 1 2
P(voitto) = P(voitto | koti)P(koti)+P(voitto | vieras)P(vieras) = 21—1_52 =z
Nyt siis
2 2 3 3
. 3 3 2 2
ja
H(X | vieras) = (> logy — + 2 logy 2) = 0.918296
vr—3g233g23—. .

Edellisten odotusarvona saadaan
1 3
HX|Y)= ZH(X | koti) + ZH(X | vieras) = 0.93146. ..

ja siis

I(X|Y)=H(X)- H(X|Y)=0.0394911. ..



