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Todennakoisyyslaskennan peruskasitteita

Maaritelma

Tapaukset A C S ja B C S ovat toisensa poissulkevat, jos
ANB =1

A={2,4,6} (parillinen silmaluku) ja B = {1,3,5} (pariton
silmaluku) ovat toisensa poissulkevat. Sen sijaan A (parillinen
silmaluku) ja Ba = {5,6} (silmaluku vahintdan 5 eivat ole toisiaan
poissulkevia).

Todennakoisyyden aksioomat
o P(A) > 0. kaikile AC S
o P(Q)=1.
e P(AfUAU...) =P(A1) + P(A2) + ... jos tapaukset Aj, Ay,
..., ovat toisensa poissulkevat.
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Todennakoisyyslaskennan peruskasitteita

e P(0) =0.

o P(A) =1—P(A), missa A= Q\ A.
e Jos B C A, niin P(B) < P(A).

o P(A) <1

o P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AN B)
e P(A\ B) =P(A) —P(AN B)

.

Olkoot A= {2,4,6} (parillinen silmaluku) ja B = {5,6}
(vahintian 5). Tallgin

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) =

oﬂw
O\H\.)
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Ehdollinen todennakoisyys

Maaritelma

Ehdollinen todennakoisyys P(A | B) tarkoittaa todennakdisyytta,
jolla A tapahtuu, kun tiedetaan, etta B on tapahtunut.

Jos tiedetaan, etta nopanheitossa tulos on parillinen, niin nelosen
todennakoisyys on % Jos taas tiedetaan, etta tulos on pariton, on

nelosen todennakoisyys O.

v
Maaritelma

Jos P(B) > 0, on

P(AN B)

P(A| B) = —pps
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Ehdollinen todennakoisyys

e 0<P(A|B)<1
o P(A| B)=1-P(A| B)

Esimerkit 1.18 ja 1.19
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Bayesin lause

Bayesin lause

Jos P(A), P(B) > 0, on

P(AN B) = P(A)P(B | A) = P(B)P(A | B) )
Sewrauss ... |

P(AN BN C)=P(APB | AP(C | AN B).

v
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Yleistys

Kokonaistodennakoisyys
Jos tapaukset Aj, ..., A, ovat toisensa poissulkevat ja

Q=A1UA... A,

on

P(B) = P(B | A1)P(A1) +P(B | A2)P(A2) +...+P(B | An)P(Ay).

Esimerkki 1.20
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Bayesin lause

Kahdella ihmisella 10 000:sta on virustartunta. Tartunnan saaneilla
ihmisilla testi ilmoittaa 99,99% todennakaisyydelld tartunnasta,
kun taas niilld joilla ei ole tartuntaa, testi ilmoittaa sen 99,9%
todennakoisyydella.

Tartunnan todennakoisyys positiivisen testituloksen saaneille
voidaan laskea seuraavasti: Merkitdan tapauksia T (tartunta), E
(ei tartuntaa), P (positiivinen testitulos) ja N (negatiivinen
testitulos). Talléin siis P(T) = 0,0002, P(E) = 0,9998,

P(P| T)=0,9999, P(N | T) =0,0001, P(P | E) =0,001 ja
P(N | E) = 0,999.
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Bayesin lause

Bayesin lauseen mukaan

P(T | P) =

P(P) = P(P| T)P(T)+P(P|E)P(E)
= 0,9999 - 0,0002 + 0,001 - 0,9998 = 0, 00119978,

on
0,9999 - 0,0002
P(T | P) = o.o0110s7s  — O 166681
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Riippumattomuus

Maaritelma

Tapaukset A ja B ovat riippumattomat, jos

P(AN B) = P(A)P(B).

Heitetaan kahta noppaa. Todennakoisyys sille, etta 1. noppa
tuottaa kolmosen (A) ja toinen nelosen (B), on

P(AN B) = % _ P(A) - B(B).
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Riippumattomuus

Riippumattomuus

Jos P(A) >0 jaP(B) >0, on
P(ANB) = P(A)P(B)
= P(A|B) = B(A)
< P(B|A)=P(B). )

A1, Ao, ..., A, ovat keskenaan riippumattomat, jos

P(Al NA...N A,,) = P(Al)P(Az) c.. P(An).
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Riippumattomuus

@ Toisensa poissulkevat tapaukset ovat riippuvia: Jos toinen
tapahtuu, ei toinen voi tapahtua (paitsi jos
nollatodennakdisyys molemmilla).

o Riippumattomuudesta ei kuitenkaan seuraa poissulkevuus.

o Jos Aia B ovat riippumattomat, niin ovat myos A ja B, kuin
myos A ja B, seka A ja B.
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Riippumattomuus

Kolme metsastajaa 1, 2 ja 3 ampuu samaa janista toisistaan
riippumatta. 1. osuu todennakoisyydella 0,05, 2. 0,08 ja 3. 0,01.
Olkoon A; tapaus, etta janikseen osuu /i laukausta, 0 </ < 3.
Talloin
P(Ay) = P(1nNn2n3)=P1)PQ2)PQ3)
= 0,95-0,92-0,99 = 0, 86526

(kukaan ei osu)

P(A;)) = P(1N2n3)+P(1N2n3)+P(1N2nN3)
= 0,05-0,92-0,99 +0,95-0,08-0,99
+0,95-0,92-0,01 = 0, 12952

(yksi osuu)
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Riippumattomuus

Toistokoe
Koe onnistuu todennakoisyydella p ja sita toistetaan
riippumattomasti.
@ Mika on todennakoisyys, etta k — 1 ensimmaista toistoa
epaonnistuu ja k:s onnistuu?
@ Mika on todennakoisyys, etta onnistuneiden kokeiden maara
on k, kun toistoja on n?
@ Koetta toistetaan kunnes onnistumisia on n. Milla
todennakoisyydella toistoja tarvitaan k > n?

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 2 14 of 14




