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Satunnaismuuttujat

Maaritelma

Aérellisen (tai numeroituvan) joukon X = {x1,x2,x3,...} CR
todennakoisyysjakauma on funktio joka toteuttaa ehdot f(x) > 0

ja ZXEX f(X) =1

.
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Satunnaismuuttujat

Maaritelma

Aérellisen (tai numeroituvan) joukon X = {x1,x2,x3,...} CR
todennakoisyysjakauma on funktio joka toteuttaa ehdot f(x) > 0
ja >y ex f(x) = 1. Talloin sanotaan, ettd f on diskreetti
todennakoisyysjakauma tai todennakoisyysfunktio ja etta
satunnaismuuttuja X saa arvon x; todennakdisyydella f(x;), siis
P(X = x;) = f(x).
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Satunnaismuuttujat

Maaritelma

Jos f(x) >0 ja

—0o0
sanotaan etta f on jatkuva todennakoisyysjakauma tai
todennakoisyysfunktio tai tiheysfunktio
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Satunnaismuuttujat

Maaritelma

Jos f(x) >0 ja
/ f(x)dx =1,

—0o0
sanotaan etta f on jatkuva todennakoisyysjakauma tai
todennakoisyysfunktio tai tiheysfunktio

Maaritelma

Tiheysfunktioon f liittyva satunnaismuuttuja X saa arvon valilla
[a, b] todennakoisyydella

IP’(angb):/bf(x)dx
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Satunnaismuuttujat

Maaritelma

Jakaumafunktio eli kertymafunktio on

F(x)=P(X <x)= > f(x)

xi<x

(diskreetti jakauma)
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Satunnaismuuttujat

Maaritelma

Jakaumafunktio eli kertymafunktio on

F(x)=P(X <x)= > f(x)

xi<x
(diskreetti jakauma) ja
Flx) = P(X < x) = / £(t) dt

(jatkuva jakauma)
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Satunnaismuuttujat

Jakaumafunktio eli kertymafunktio on

F(x)=P(X <x)= > f(x)

xi<x
(diskreetti jakauma) ja
Flx) = P(X < x) = / £(t) dt

(jatkuva jakauma)

lim F(x)=0, lim F(x)=1,

X——00 X—r00

F(x) on kasvava funktio

= = = —
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Satunnaismuuttujat

Kahden nopan heitossa

F(x) = 0, kun x <2,
1

F(x) = 1—6kun2§X<3,
1

F(x) = Ekun3§x<4,
1

F(x) = 6kun4§x<5,

F(x) = % kun 11 < x < 12,

F(x) = 1kunx>12
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Maaritelma

Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

uw=E(X)= /OO xf(x) dx

—00
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Odotusarvo

Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

1 1 1
E(X) = =X X -+ Xp
n n n

(tasainen diskreetti jakauma)
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Odotusarvo

Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

x1+x+...+x 1 1 1
E(X) = : 2n n:X1-;+X2';+...—i—x,,';

(tasainen diskreetti jakauma)

E(X)=x1-f(x1)+x2-f(x2) + ...+ X F(Xxn)

(yleinen diskreetti jakauma)
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Odotusarvo

Painottamaton noppa: X saa arvot {1,2,3,4,5,6}, jokaisen
todennakoisyydella %. Talloin

= 3,5.
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Odotusarvo

Painottamaton noppa: X saa arvot {1,2,3,4,5,6}, jokaisen
todennakoisyydella %. Talloin

1 1

1
6
Painotettu noppa: X saa arvon 6 todennakoisyydella %ja arvot
{1,2,3,4,5} todennakdisyydella %0. Talloin

1 1 1 1
EX)=1-—+2-—+...4+45- —+6- - =4,5.
(%) 10+ 10+ + 10+ 2 ’
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Odotusarvo

Olkoon X silmalukujen summa kahden painottamattoman nopan
heitossa. Talloin

1 2 6
=2)=— =3)==,. . PX=T7)=—
5 1
(X =8) = o,...,B(X =12) =
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Odotusarvo

Olkoon X silmalukujen summa kahden painottamattoman nopan
heitossa. Talloin

1 2 6
=2)=—P(X=3)=—,.. P(X=7)=—
5 1
(X =8) = o,...,B(X =12) =
Talloin 5
E(X)=2-— =t 12 = =7
%) 36jL3 36+ * 36

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 8 of 37



Satunnaismuuttujien funktiot

Jos X on satunnaismuuttuja ja g koko reaaliakselilla maaritelty
funktio, niin g(X) on myds satunnaismuuttuja ja

E(g Z g XI

(diskreetti jakauma)
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Satunnaismuuttujien funktiot

Jos X on satunnaismuuttuja ja g koko reaaliakselilla maaritelty
funktio, niin g(X) on myds satunnaismuuttuja ja

E(g Z g XI

(diskreetti jakauma) ja

E(g(X)) = / " g (x)f(x) dx

—00

(jatkuva jakauma)
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Satunnaismuuttujien funktiot

josa, beRjag(X)=aX+b

E(aX +b) = /Oo(ax—i—b)f(x)dx

—00
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Satunnaismuuttujien funktiot

josa, beRjag(X)=aX+b

E(aX + b) / (ax + b)f(

o0

= a/ooxf(x)dx—f-b/ f(x) dx

—0o0
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Satunnaismuuttujien funktiot

josa, beRjag(X)=aX+b
E(aX + b) / (ax + b)f(
= a/ xf(x)dx+b/ f(x) dx
= aE(X)+b
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Varianssi

Maaritelma

Satunnaismuuttujan X varianssi on (jatkuva jakauma)

(o)

Var(X) = B((X 1) = [~ (x— 2F(x) b

—0o0
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Varianssi

Maaritelma

Satunnaismuuttujan X varianssi on (jatkuva jakauma)
Var(X) = B((X 1) = [~ (x— 2F(x) b
a (diskreetti jakauma)

Var(X) = E((X — p)?) = > (x — n)*f(x)

xeX
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Varianssi

Maaritelma

Satunnaismuuttujan X varianssi on (jatkuva jakauma)
Var(X) = B((X 1) = [~ (x— 2F(x) b
a (diskreetti jakauma)

Var(X) = E((X — p)?) = > (x — n)*f(x)

xeX

Varianssin nelidjuurta o = /Var(X) kutsutaan keskihajonnaksi.
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Varianssi

Maaritelma

Satunnaismuuttujan X varianssi on (jatkuva jakauma)
Var(X) = B((X 1) = [~ (x— 2F(x) b
a (diskreetti jakauma)

Var(X) = E((X — p)?) = > (x — n)*f(x)

xeX

Varianssin nelidjuurta o = /Var(X) kutsutaan keskihajonnaksi.
Varianssi kuvaa jakauman leveytta
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Maaritelma

Satunnaismuuttujan X n:s origomomentti on (jatkuva jakauma)

(e.9]

an(X):E(X”):/ x"f(x) dx

—00
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Satunnaismuuttujan X n:s origomomentti on (jatkuva jakauma)

(e.9]

an(X):E(X"):/ x"f(x) dx

—00

v
Maaritelma

Satunnaismuuttujan X n:s keskusmomentti on

o0

pnlX) = B(X = )" = [~ (x = 10"Fx)

—00
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Momentit

Maaritelma

Satunnaismuuttujan X n:s origomomentti on (jatkuva jakauma)

(e.9]

an(X):E(X"):/ x"f(x) dx

—00

Maaritelma

| \.

Satunnaismuuttujan X n:s keskusmomentti on

o0

pnlX) = B(X = )" = [~ (x = 10"Fx)

—00

po(X) =1, m(X) = 0 ja pa(X) = Var(X).
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Keskusmomentti vs. origomomentti
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Keskusmomentti vs. origomomentti

Var(X) = 2 =E((X — i) = [ (c= nPr() e

_ /Oo (2 = 2 -+ u2)F (0]
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Keskusmomentti vs. origomomentti

Var(X) = 2 =E((X — i) = [ (c= nPr() e
_ /_Oo (2 = 2 -+ u2)F (0]
= /_OO x*f(x) dx—2u/_OO xf(x) dx + p? /_OO f(x)dx
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Keskusmomentti vs. origomomentti

Var(X) =y =B(X ~ i) = [ (x= ()
_ /Oo (2 = 2 -+ u2)F (0]
= /OO x*f(x) dx — 2u/oo xf(x) dx + p /OO f(x) dx
= a;oi2u-,u—|—,u2-1:_ao:—u2:ag—a%_oo
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Keskusmomentti vs. origomomentti

Var(X) =y =B(X ~ i) = [ (x= ()
_ /_Z(X2 _ et PN B
= /_szf(x) dx — 2u/_ixf(x) dx + p? /_Z f(x)dx
a2—2u-,u—|—,u2-1:042—u2:042—a%
E(X?) — E(X)?
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Varianssi

Var(aX + b) = a° Var(X).
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Varianssi

Var(aX + b) = a° Var(X).

Lauseke E((X — c)?) saa pienimman arvonsa kun ¢ = E(X) ja
pienin arvo on Var(X).
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Tasainen jakauma

X ={1,2,...,n}, P(X = i) = L Tillgin

n+1
2

:\'—‘

n(n+1) =

1 1 1 1 1
E(X):l-g+2-g+...+n-; (1jL A4n) = 5
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Tasainen jakauma
X ={1,2,...,n}, P(X = i) = L Tillgin

n+1
2

:\'—‘

n(n+1) =

1 1 1 1 1
E(X):l-g+2-g+...+n-; (1jL A4n) = 5

ja

(n+1) n?—1

Var(X) = E(X?) — Z k2l -
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Binomijakauma

Toistetaan todennakdoisyydelld p onnistuva koe (riippumattomasti)
n kertaa. Satunnaismuuttujan X arvo on onnistuneiden kokeiden
maara ja talloin

P(X = k) = (Z) pi(L—p)" "
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Binomijakauma

Toistetaan todennakdoisyydelld p onnistuva koe (riippumattomasti)
n kertaa. Satunnaismuuttujan X arvo on onnistuneiden kokeiden
maara ja talloin

n

P(X = k) = <k> pi(L—p)" "

E(X) = np ja Var(X) = np(1 - p)
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Lentokoneen moottori menee epakuntoon todennakoisyydella
p > 0. Jos vahintaan puolet moottoreista on kunnossa, kone
selviytyy.
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Lentokoneen moottori menee epakuntoon todennakoisyydella
p > 0. Jos vahintaan puolet moottoreista on kunnossa, kone

selviytyy.
Todennakaisyys sille, etta kaksimoottorinen kone ei selviydy, on

p-p=p.
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Lentokoneen moottori menee epakuntoon todennakoisyydella
p > 0. Jos vahintaan puolet moottoreista on kunnossa, kone

selviytyy.
Todennakaisyys sille, etta kaksimoottorinen kone ei selviydy, on

p-p=p.
Todennakoisyys sille, etta nelimoottorinen kone ei selviydy, on

@ pP(1—p) + @ pH(1—p)° =4p> - 3p*.
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Lentokoneen moottori menee epakuntoon todennakoisyydella
p > 0. Jos vahintaan puolet moottoreista on kunnossa, kone

selviytyy.
Todennakaisyys sille, etta kaksimoottorinen kone ei selviydy, on

p-p=p.
Todennakoisyys sille, etta nelimoottorinen kone ei selviydy, on

@ pP(1—p) + @ pH(1—p)° =4p> - 3p*.

1
4p —3pt < p’epe (0,§).
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Poisson-jakauma

Jos X = NU {0}, on X:lla Poisson-jakauma, jos

Ak

P(X = k) =e 7
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Diskreetti satunnaismuuttuja

Poisson-jakauma

Jos X = NU {0}, on X:lla Poisson-jakauma, jos
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Poisson-jakauma

Poisson-jakauma on hyva approksimaatio Binomijakaumalle, mikali
p on pieni ja n suuri.
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Poisson-jakauma

Poisson-jakauma on hyva approksimaatio Binomijakaumalle, mikali
p on pieni ja n suuri. Tarkemmin: Jos merkitdan p = A/n, on

ny\ n—k n—oo —,\)\k
()P A=p) ey
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Poisson-jakauma

Approksimaatio binomijakaumalle

Jos merkitdan p = 2 (A = np = E(X))

n

<:> pk(1—p)mk
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Poisson-jakauma

Approksimaatio binomijakaumalle

Jos merkitdan p = 2 (A = np = E(X))

n

<:> pk(1—p)mk
- (e -
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Poisson-jakauma

Approksimaatio binomijakaumalle

Jos merkitddn p = 2 (A = np = E(X))

<:> pk(1—p)mk
- (e -

_ j(\l!(n(n_l)”,;,gn_k_’_l)(l—;\)n<1—A)_k
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Poisson-jakauma

Approksimaatio binomijakaumalle

Jos merkitddn p = 2 (A = np = E(X))

<:> pk(1—p)mk
- (e -

_ j(\l!(n(n_l)”,;,gn_k_’_l)(l—;\)n<1—A)_k
oo, ﬂ)\ik
k!
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumalle
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumalle

ja
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumalle
E(X)= A\
ja

Var(X) = A

Jos f(k,t) = P(k tapahtumaa aikavalilla [0, t]) ja

@ tapahtumat ovat riippumattomat

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 21 of 37



Poisson-jakauma

Poisson-jakaumalle

E(X)= A\
ja

Var(X) = A

Jos f(k,t) = P(k tapahtumaa aikavalilla [0, t]) ja
@ tapahtumat ovat riippumattomat
o P(yksi tapahtuma h-pituisella aikavalilla) = (v + g(h)) - h,
5o h—0
missa g(h) —— 0.
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumalle

E(X)= A\
ja

Var(X) = A

Jos f(k,t) = P(k tapahtumaa aikavalilla [0, t]) ja
@ tapahtumat ovat riippumattomat
o P(yksi tapahtuma h-pituisella aikavalilla) = (v + g(h)) - h,
5o h—0
missa g(h) —— 0.

@ P(k > 1 tapahtumaa h-pituisella aikavalilla) LmiN)

i —vt k k .
niin f(k,t) = % = e 237, missi \ = vt.
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Esimerkkeja

Sadasta signaalista keskimaarin yksi muuttuu kanavassa. Kun
lahetetaan 200 toisistaan riippumatonta signaalia, mika on
todennakoisyys sille etta ainakin kolme muuttuu?
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Esimerkkeja

Sadasta signaalista keskimaarin yksi muuttuu kanavassa. Kun
lahetetaan 200 toisistaan riippumatonta signaalia, mika on
todennakoisyys sille etta ainakin kolme muuttuu?
Binomijakaumaa kayttaen:

P(X>3) = 1-B(X<3)
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Esimerkkeja

Sadasta signaalista keskimaarin yksi muuttuu kanavassa. Kun
lahetetaan 200 toisistaan riippumatonta signaalia, mika on
todennakoisyys sille etta ainakin kolme muuttuu?
Binomijakaumaa kayttaen:

P(X>3) = 1-P(X<3)
= 1- (280)0,010 . 0,992 _ (200)0 01! - 0,99'%°

2
< 00)0 012 .0,98'%
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Esimerkkeja

Sadasta signaalista keskimaarin yksi muuttuu kanavassa. Kun
lahetetaan 200 toisistaan riippumatonta signaalia, mika on
todennakoisyys sille etta ainakin kolme muuttuu?
Binomijakaumaa kayttaen:

P(X>3) = 1-P(X<3)
= 1- (280)0,010 . 0,992 _ (200)0 01! - 0,99'%°

2
< 00)0 012 .0,98'%

= 0,323321...
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Esimerkkeja

Poisson-jakaumaa kayttaen: Tassa p = 0,01 ja n = 200, joten
A=E(X)=0,01-200=2
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Esimerkkeja

Poisson-jakaumaa kayttaen: Tassa p = 0,01 ja n = 200, joten
A=E(X)=0,01-200=2 ja

P(X >3) = 1-P(X<3)
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Esimerkkeja

Poisson-jakaumaa kayttaen: Tassa p = 0,01 ja n = 200, joten
A=E(X)=0,01-200=2 ja

P(X >3) = 1-P(X<3)

20 21 92

= l-e (0|+—+2|)
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Esimerkkeja

Poisson-jakaumaa kayttaen: Tassa p = 0,01 ja n = 200, joten
A=E(X)=0,01-200=2 ja

P(X>3) = 1-P(X<3)
20 21 92
= l-e (0|+—+2|)

— = (iR
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Esimerkkeja

Poisson-jakaumaa kayttaen: Tassa p = 0,01 ja n = 200, joten
A=E(X)=0,01-200=2 ja

P(X>3) = 1-P(X<3)
20 21 92
_ . 72 <
=1 (0|+ +2|)
= 1l—e" (1+2~|—2)
= 0,323324...
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Esimerkkeja

Radioaktiivinen hajoaminen noudattaa hyvin edellisen lauseen
oletuksia.
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Esimerkkeja

Radioaktiivinen hajoaminen noudattaa hyvin edellisen lauseen
oletuksia. Yksi gramma radioaktiivisen aineen isotooppia lahettaa
keskimairin 3,57 - 1019 a-hiukkasta sekunnissa.
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Esimerkkeja

Radioaktiivinen hajoaminen noudattaa hyvin edellisen lauseen
oletuksia. Yksi gramma radioaktiivisen aineen isotooppia lahettaa
keskimaarin 3,57 - 101° a-hiukkasta sekunnissa. Olkoon X
satunnaismuuttuja joka edustaa a-hiukkasten maaraa
nanosekunnissa.
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Esimerkkeja

Radioaktiivinen hajoaminen noudattaa hyvin edellisen lauseen
oletuksia. Yksi gramma radioaktiivisen aineen isotooppia lahettaa
keskimaarin 3,57 - 101° a-hiukkasta sekunnissa. Olkoon X
satunnaismuuttuja joka edustaa a-hiukkasten maaraa
nanosekunnissa. Talldin E(X) = 3,57 -10%0.107° = 35,7
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Radioaktiivinen hajoaminen noudattaa hyvin edellisen lauseen
oletuksia. Yksi gramma radioaktiivisen aineen isotooppia lahettaa
keskimaarin 3,57 - 101° a-hiukkasta sekunnissa. Olkoon X
satunnaismuuttuja joka edustaa a-hiukkasten maaraa
nanosekunnissa. Talloin E(X) = 3,57 -10%°.107° = 35,7 ja

35,736

= 0,0662533.
36! ’

P(X =36) =e 7.
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Esimerkkeja

Radioaktiivinen hajoaminen noudattaa hyvin edellisen lauseen
oletuksia. Yksi gramma radioaktiivisen aineen isotooppia lahettaa
keskimaarin 3,57 - 101° a-hiukkasta sekunnissa. Olkoon X
satunnaismuuttuja joka edustaa a-hiukkasten maaraa
nanosekunnissa. Talloin E(X) = 3,57 -10%°.107° = 35,7 ja

35,736

P(X =36) = e >>".
( J=e 36!

= 0,0662533.

Lisaksi

35,735 35,73 +35, 7o
35! 36! 37!

P(35 < X < 37) = e 357( ) =0,196989 ..
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumaa voidaan soveltaa myos tilanteeseen, jossa ajan
sijasta tarkastellaan pituutta, pinta-alaa tai tilavuutta.
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumaa voidaan soveltaa myos tilanteeseen, jossa ajan
sijasta tarkastellaan pituutta, pinta-alaa tai tilavuutta.

Terveelld ihmiselld on noin 6000 valkosolua mm?3:ssa verta.
Tutkimukseen otetaan 0,001 mm?3 suuruinen veriniyte,

A\,
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumaa voidaan soveltaa myos tilanteeseen, jossa ajan
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Terveells ihmiselld on noin 6000 valkosolua mm3:ssa verta.
Tutkimukseen otetaan 0,001 mm3 suuruinen verindyte, josta
keskimaarin pitaisi siis Ioytya 6 valkosolua.

Maaritetaan todennakoisyys sille, etta terveen ihmisen naytteesta
loytyy korkeintaan 2 valkosolua.
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumaa voidaan soveltaa myos tilanteeseen, jossa ajan
sijasta tarkastellaan pituutta, pinta-alaa tai tilavuutta.

Terveells ihmiselld on noin 6000 valkosolua mm3:ssa verta.
Tutkimukseen otetaan 0,001 mm3 suuruinen verindyte, josta
keskimaarin pitaisi siis Ioytya 6 valkosolua.

Maaritetaan todennakoisyys sille, etta terveen ihmisen naytteesta
loytyy korkeintaan 2 valkosolua. Tassa A = 6, joten

2 ck
P(X<2)=e )" % = 0,0619688
k=0

A\,

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 25 of 37



Poisson-jakauma

Jos satunnaisesti esiintyvan tapahtuman lukumaaralla X aikavalilla
[0, t] on Poisson-jakauma ja aikavalilla [0, 1] esiintyy keskimaarin v
tapahtumaa
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Poisson-jakauma

Jos satunnaisesti esiintyvan tapahtuman lukumaaralla X aikavalilla
[0, t] on Poisson-jakauma ja aikavalilla [0, 1] esiintyy keskimaarin v
tapahtumaa , niin valilla [0, t] esiintyy keskimaarin vt tapahtumaa
ja satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

(e
x|

flx)=e "

Merkitaan ensimmaisen tapahtuman aikaa T:lla.
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Poisson-jakauma

Jos satunnaisesti esiintyvan tapahtuman lukumaaralla X aikavalilla
[0, t] on Poisson-jakauma ja aikavalilla [0, 1] esiintyy keskimaarin v
tapahtumaa , niin valilla [0, t] esiintyy keskimaarin vt tapahtumaa
ja satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

(e
x|

flx)=e "

Merkitaan ensimmaisen tapahtuman aikaa T:lla. Jos aikavalilla
[0, t] ei satu yhtddn tapahtumaa, on siis T > t ja

P(T>t)=P(X=0)=e""
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Poisson-jakauma

Jos satunnaisesti esiintyvan tapahtuman lukumaaralla X aikavalilla
[0, t] on Poisson-jakauma ja aikavalilla [0, 1] esiintyy keskimaarin v
tapahtumaa , niin valilla [0, t] esiintyy keskimaarin vt tapahtumaa
ja satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

_ —vt(Vt)X

f(x)=e o

Merkitaan ensimmaisen tapahtuman aikaa T:lla. Jos aikavalilla
[0, t] ei satu yhtddn tapahtumaa, on siis T > t ja
P(T>t)=P(X=0)=¢e",

josta
Pt<T)=1-e"
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Poisson-jakauma

Pt<T)=1-¢e"

on satunnaismuuttujan T kertymafunktio, josta tiheysfunktio f
saadaan derivoimalla:
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Eksponenttijakauma

Maaritelma

Jatkuvalla satunnaismuuttujalla T on eksponenttijakauma, jos sen
tiheysfunktio on muotoa f(t) = ve™"* (kun t > 0).
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Eksponenttijakauma

Maaritelma
Jatkuvalla satunnaismuuttujalla T on eksponenttijakauma, jos sen
tiheysfunktio on muotoa f(t) = ve™"* (kun t > 0).
Talloin
E(T) =L ja Var(T) = =
v v2
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Eksponenttijakauma

Maaritelma

Jatkuvalla satunnaismuuttujalla T on eksponenttijakauma, jos sen
tiheysfunktio on muotoa f(t) = ve™"* (kun t > 0).
Talloin

1 .
E(T) = o Ja Var(T) = 2

Jos satunnaismuuttujalla on eksponenttijakauma, on

P(T >t + ¢ e~vitit)
P(T>ti+6|T>t) = (]P(T>1t1)2): e*th —e V2

= P(T > t)

(Muistittomuus).
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Eksponenttijakauma

Geysir purkautuu keskimaarin 40 minuutin valein ja purkausten
valiaika noudattaa eksponenttijakaumaa.
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Eksponenttijakauma

Geysir purkautuu keskimaarin 40 minuutin valein ja purkausten

valiaika noudattaa eksponenttijakaumaa.
Lasketaan todennakoisyys sille, etta juuri tapahtuneen purkauksen

jalkeen seuraavaan purkaukseen on ainakin 50 min.
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Eksponenttijakauma

Geysir purkautuu keskimaarin 40 minuutin valein ja purkausten

valiaika noudattaa eksponenttijakaumaa.
Lasketaan todennakoisyys sille, etta juuri tapahtuneen purkauksen
jalkeen seuraavaan purkaukseen on ainakin 50 min.

Parametri v = 4—10, ja todennakaisyystiheys f(t) = ve™ ",
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Eksponenttijakauma

Geysir purkautuu keskimaarin 40 minuutin valein ja purkausten
valiaika noudattaa eksponenttijakaumaa.

Lasketaan todennakoisyys sille, etta juuri tapahtuneen purkauksen
jalkeen seuraavaan purkaukseen on ainakin 50 min.

Parametri v = 4—10, ja todennakaisyystiheys f(t) = ve™ ", kun taas
kertymafunktio P(T < 50) = 1 — e~ V50,
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Eksponenttijakauma

Geysir purkautuu keskimaarin 40 minuutin valein ja purkausten
valiaika noudattaa eksponenttijakaumaa.

Lasketaan todennakoisyys sille, etta juuri tapahtuneen purkauksen
jalkeen seuraavaan purkaukseen on ainakin 50 min.

Parametri v = 4—10, ja todennakaisyystiheys f(t) = ve™ ", kun taas
kertymafunktio P(T < 50) = 1 — e~ V50,

Talloin

P(T>50)=1-P(T<50)=1-(1-e"%)=0,2865...
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Eksponenttijakauma

Geysirin edellisesta purkauksesta on 20 minuuttia. Mika
todennakoisyys sille, etta seuraavaa saadaan odottaa ainakin 50
minuuttia?
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Eksponenttijakauma

Geysirin edellisesta purkauksesta on 20 minuuttia. Mika

todennakoisyys sille, etta seuraavaa saadaan odottaa ainakin 50
minuuttia?

Muistittomuusominaisuuden perusteella

P(T >50+20| T >20) =P(T >50)=0,2865...
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Poisson-prosessi

Maaritelma

Satunnaismuuttujaa T kutsutaan Poisson-prosessiksi, jos
@ T:lla on Poisson-jakauma parametrilla A\ = vt.

o Eri aikavaleilla sattuvat tapaukset ovat riippumattomat.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 31 of 37



Poisson-prosessi

Maaritelma

Satunnaismuuttujaa T kutsutaan Poisson-prosessiksi, jos

@ T:lla on Poisson-jakauma parametrilla A\ = vt.
o Eri aikavaleilla sattuvat tapaukset ovat riippumattomat.
o
Edellamainitun perusteella Poisson-prosessin tapahtumien aikavalit

noudattavat eksponenttijakaumaa. Parametria v kutsutaan
Poisson-prosessin nopeudeksi.
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Normaalijakauma

Maaritelma

Jatkuvalla satunnaismuuttujalla on standardoitu normaalijakauma,
jos sen tiheysfunktio on muotoa

1 1.2

P(x) = Ee_ix :
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Normaalijakauma

Maaritelma
Jatkuvalla satunnaismuuttujalla on standardoitu normaalijakauma,

jos sen tiheysfunktio on muotoa

1 1,02

P(x) = E6_2

Talloin kertymafunktio on muotoa
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Normaalijakauma

Maaritelma

Jatkuvalla satunnaismuuttujalla on standardoitu normaalijakauma,
jos sen tiheysfunktio on muotoa

Talloin kertymafunktio on muotoa

1 X
(x) = 27T/ e+ dr.

Normaalijakaumaa kutsutaan myos Gaussin jakaumaksi ja sen
tiheysfunktion kuvaajaa Gaussin kellokayraksi.
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Normaalijakauma

Integraali

on hankala laskea.
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Normaalijakauma

Integraali
o ltz
/ e 2" dt =+2rm

—00

on hankala laskea.
Viela hankalampi laskettava on

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 33 of 37




Normaalijakauma

Integraali
o lt2
/ e 2" dt = V2w

—0o0
on hankala laskea.
Viela hankalampi laskettava on

Aiemmin taulukot,
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Normaalijakauma

Integraali
o lt2
/ e 2" dt = V2w

—0o0
on hankala laskea.
Viela hankalampi laskettava on

1 X
(x) = 27T/ e 3 dt.

Aiemmin taulukot, nykyisin ohjelmistot.
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Normaalijakauma

Standardoidulle normaalijakaumalle

E(X)=0ja Var(X) =1ja ®(—x) =1— &(x).
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Normaalijakauma

Standardoidulle normaalijakaumalle

E(X)=0ja Var(X) =1ja ®(—x) =1— &(x).

Jos jatkuvalla satunnaismuuttujalla on standardoitu
normaalijakauma, on

o P(X < 1,28) = d(1,28) = 0,8997
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Normaalijakauma

Standardoidulle normaalijakaumalle

E(X)=0ja Var(X) =1ja ®(—x) =1— &(x).

Jos jatkuvalla satunnaismuuttujalla on standardoitu
normaalijakauma, on

o P(X < 1,28) = d(1,28) = 0,8997
o P(X >1,28) =1 — &(1,28) = 0,1003

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 34 of 37



Normaalijakauma

Standardoidulle normaalijakaumalle

E(X)=0ja Var(X) =1ja ®(—x) =1— &(x).

Jos jatkuvalla satunnaismuuttujalla on standardoitu
normaalijakauma, on

o P(X < 1,28) = d(1,28) = 0,8997
o P(X >1,28) =1 — &(1,28) = 0,1003
o P(X < —1,28) =1 — ®(1,28) = 0,1003

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 34 of 37



Normaalijakauma

Standardoidulle normaalijakaumalle

E(X)=0ja Var(X) =1ja ®(—x) =1— &(x).

Jos jatkuvalla satunnaismuuttujalla on standardoitu
normaalijakauma, on

o P(X < 1,28) = d(1,28) = 0,8997

o P(X >1,28) =1 — &(1,28) = 0,1003

o P(X < —1,28) =1 — ®(1,28) = 0,1003
o P(X >—1,28) =1 — d(—1,28) = 0,8997
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Normaalijakauma

Yleinen normaalijakauma

Jakaumalla N(p, 0?) tarkoitetaan jakaumaa, jonka tiheysfunktio on

f(x) = 1 e—%(%f

o27

ja tasta johdettava kertymafunktio
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Normaalijakauma

Yleinen normaalijakauma

Jakaumalla N(p, 0?) tarkoitetaan jakaumaa, jonka tiheysfunktio on

f(x) = 1 e—%(%f

o27

ja tasta johdettava kertymafunktio

Jakaumalle N(y,02) on E(X) = p ja Var(X) = o2.
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Normaalijakauma

Jos satunnaismuuttujalla X on jakauma N(u, c?), voidaan
todennakoisyyksia maarittaa edellisen huomautuksen perusteella.
Jos esim. y=6jac? =05, on

o P(X <7,54) = ¢(7v54f5—6) = (0,69) = 0, 7549
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Normaalijakauma

Jos satunnaismuuttujalla X on jakauma N(u, c?), voidaan
todennakoisyyksia maarittaa edellisen huomautuksen perusteella.
Jos esim. y=6jac? =05, on

o P(X <7,54) = CD(&\/;) = (0,69) = 0, 7549

o P(X >7,54)=1— ¢(775\‘}5—6) = 0,2451
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Normaalijakauma

Jos satunnaismuuttujalla X on jakauma N(u, c?), voidaan
todennakoisyyksia maarittaa edellisen huomautuksen perusteella.
Jos esim. y=6jac? =05, on
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Normaalijakauma

Jos satunnaismuuttujalla X on jakauma N(u, c?), voidaan
todennakoisyyksia maarittaa edellisen huomautuksen perusteella.
Jos esim. y=6jac? =05, on

° P(X§7,54):¢(754 ®) = (0,69) = 0, 7549
P(X >7,54) = 1 — &(L2=2) = 0,2451
P(X < 4,46) = ¢(446 ) = ®(—0,69) = 0,2451
( )

P(X > 4,46) = 1 — d(25=5) = 1 — &(—0,69) = (0,69) =
0, 7549
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Satunnaismuuttujien summat

Markovin epayhtalo

Jos P(X <0)=0jaa>0,on

P(X > a) < E(aX).
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Satunnaismuuttujien summat

Markovin epayhtalo

Jos P(X <0)=0jaa>0,on

E(X)

P(X > a) < 5

Chebyschevin epayhtalo

Var(X)

P(X ~E(X)| > 2) < =2
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