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1 Todennakoisyys

1.1 Klassinen todennakoisyys

m 1.1.1 Klassinen todennakoisyys

Maiiritelma 1.1 Kokeen erilaisia tuloksia sanotaan alkeistapauksiksi. Kaikkien alkeistapausten

joukko on otosavaruus Q. Mikd hyvinsa alkeistapausten joukko on tapaus. Tapaus sattuu, jos

kokeen tuloksena on alkeistapaus, joka kuuluu tapaukseen. =

Esimerkki 1.1 Noppaa heitetddn kerran.
Tapauksen A todenndkdisyyttd merkitddn P(A). Olkoon |A| tapauksen A alkeistapausten

lukumaara ja | Q| otosavaruuden alkeistapausten lukumaara.

Maiiritelmi 1.2 Jos kokeen kaikki alkeistapaukset ovat yhta todennakéiset, niin tapauksen A

todennikoisyys on P(A) = %. n

Tama on todennikoisyyden klassinen mddritelmd. Tapauksen A alkeistapauksia sanotaan myds

suotuisiksi alkeistapauksiksi. Mddritelma voidaan siis kirjoittaa my0os seuraavasti:

suotuisien alkeistapausten lukumaara

P(A) = .
kaikkien alkeistapausten lukumé&ara

Esimerkki 1.2 ) Noppaa heitetdan kerran.

b) Noppaa heitetdan kaksi kertaa. Milla todennékoisyydellad silmélukujen summa on ainakin 9?

Esimerkki 1.3 On piétetty tutustua korkeintaan kolmeen puolisoehdokkaaseen. Sovelletaan
seuraavaa menettelyd. Tutustutaan 1. ehdokkaaseen mutta hyldtddn se. Valitaan toinen ehdokas,
jos se on parempi kuin 1. ehdokas; muutoin valitaan 3. ehdokas. Ehdokkaisiin tutustutaan satun-
naisessa jarjestyksessa. Milld todennédkoisyydelld valituksi tule paras ehdokas; enté toiseksi paras
ehdokas tai huonoin ehdokas?

Kéytetddn seuraavia merkintjd ja nimityksia:

* Tyhjii joukkoa merkitaan Q:114.

e Tapaukset A ja B ovat toisensa poissulkevat, jos A(\ B = Q.

e Tapaukset A;, i = 1, ..., n, ovat foisensa poissulkevat, jos A; [ Aj= O kaikilla i # ;.

* Tapausjoukko A;, i =1, ..., n, on otosavaruuden () partitio, jos tapaukset A; ovat toisensa
poissulkevat ja [ JiL; A; = Q.

e Tapauksen A komplementtitapaus A° siséltdd ne alkeistapaukset, jotka eivit kuulu tapaukseen A.



Huomautus 1.1 Klassiselle todennédkéisyydelle patee

(@) P(@) =0, P() =1,
b)) 0<PA) <1,

(c) P

n n
U A,-) = ZP(Ai), jos tapaukset A; ovat toisensa poissulkevat (summakaava),
i=1 i=1
n
) ZP(A,») =1, jos tapaukset A; muodostavat otosavaruuden partition (summatesti),
i=1
(@) P(A) =1 - P(A") (komplementtikaava). =

Kohdat b ja d ovat erittdin tarkeitd tarkistuskeinoja:

* Jos laskettu todennékoisyys ei ole vililla [0, 1], niin lasku on vdarin.

* Jos tapaukset A; muodostavat (:n partition ja };.; P(A;) ei ole 1, niin ainakin yksi toden-
nakoisyys P(A;) on védrin.

Jos Y7, P(A;) = 1, niin lasketut todenndkoisyydet ovat luultavasti oikein, koska on epitoden-

nikoistd, ettd virheellisilld todenndkoisyyksilld olisi timéd ominaisuus. Esimerkissd 1.3 tapaukset

V1, V3 ja V3 muodostavat otosavaruuden partition. Koska }7.; P(V;) = % + 2 + % = 1, niin lasketut

todennékdisyydet ovat luultavasti oikein.
m 1.1.2 Geometrinen todennakoisyys

Toisinaan koetilanne on sellainen, ettd piste valitaan satunnaisesti annetun janan joiltain osilta.
Todennékoisyyden klassista mééaritelméaa ei voida sellaisenaan soveltaa, koska janalla on pisteitéd

ylinumeroituva méara. Todennakoisyyksid voidaan laskea janojen pituuksien suhteina:

janan suotuisten osien yhteispituus

P(A) =
koko janan pituus

Esimerkki 1.4 Piste valitaan satunnaisesti janalta (1, 10).
Toisinaan taas piste valitaan satunnaisesti annetun alueen joiltain osilta. Talloin todenndkdisyyk-

sid voidaan laskea pinta-alojen suhteina:

alueen suotuisten osien yhteispinta—ala
P(A) =

koko alueen pinta-ala

Esimerkki 1.5 Oletetaan, ettd kun tikkaa heitetdén tikkatauluun, niin tikka osuu aina tauluun ja
taulun kaikki pisteet ovat yhtd todennikéiset. Tdlloin osumispiste on satunnainen.

Esimerkki 1.6 Poika ja tytt6 saapuvat kohtaamispaikalle toisistaan riippumatta satunnaisena
hetkend aikavélilld 21.00-22.00. Poika odottaa tyttod korkeintaan 20 min, ja tyttd odottaa poikaa
korkeintaan 5 min. Kumpikin odottaa korkeintaan klo 22.00 saakka. Milld todenn&koéisyydellad

poika ja tyttd tapaavat toisensa?



1.2 Kombinatoriikkaa

m 1.2.1 Otanta

Kun kéytetddn klassista todennakoisyyden kaavaa P(A) = %IL’ joudutaan laskemaan tapauksien

A ja Q alkeistapauksien lukuméérét. Toisinaan ndmé lukumaéérit on helppo saada yksinkertaisen
pddttelyn avulla tai luettelemalla eri mahdollisuudet. Monesti on kuitenkin kédtevampad kayttad
kombinatoriikan tuloksia.

Joukosta voidaan ottaa alkioita eli suorittaa otanta kahdella tavalla. Otanta tehd&dan palauttamatta,
jos joukosta otetaan pois yksi alkio kerrallaan. Otanta tehddén palauttaen, jos jokaisen alkion oton
jdlkeen alkio palautetaan joukkoon.

Joukko on jarjestetty, jos alkioiden jdrjestyksen muuttuessa myos joukko muuttuu. Jarjestettya
joukkoa merkitdan kaarisuluilla. On siis esimerkiksi (a4, b, ¢) # (b, a, c). Joukko on jarjestimiton, jos
alkioiden jérjestykselld ei ole vélid. Jarjestimatontd joukkoa merkitddn aaltosuluilla. On siis
esimerkiksi {a, b, ¢} = {b, a, c}.

Joukon alkioiden k-permutaatio muodostetaan ottamalla joukosta k:n alkion otos (palauttamatta
tai palauttaen) ja muodostamalla siitd jarjestetty joukko. Joukon alkioiden k-kombinaatio muodoste-
taan ottamalla joukosta k:n alkion otos (palauttamatta tai palauttaen) ja muodostamalla siitd jar-

jestamaéton joukko.

m 1.2.2 Tuloperiaate

Lause 1.1 (Tuloperiaate) a) Jos operaatio A; voidaan tehdé n;:114 eri tavalla, i = 1, ..., k, niin

jono (operaatio A, ..., operaatio Ay) voidaan tehdd ny - ny - ... - n eri tavalla.

b) Jos n; = n kaikilla i, niin eri tapoja on r*.

Esimerkki 1.7 a) Korttipakan kullakin kortilla on tietty maa ja tietty arvo. Mahdolliset maat ovat
risti, ruutu, pata ja hertta, ja mahdolliset arvot ovat 2, 3, ..., 9, 10, ], Q, Kja A.

b) Ruokalistassa on 3 erilaista keittoa, 5 alkuruokaa, 8 péddruokaa ja 4 jalkiruokaa.

m 1.2.3 Jarjestetty otanta

Lause 1.2 (Jarjestetty otanta palauttamatta) a) Joukosta, jossa on n erilaista alkiota, voidaan

E=

Téstd k-permutaatioiden lukumaéérastd kdytetddn myo6s merkintdja P(n, k), , Py ja (n);.

ottaa k:n alkion jdrjestetty otos palauttamatta n(n —1)(n—-2)---(n—k+1) eli eri tavalla.

b) Jos joukossa on # erilaista alkiota, niin alkiot voidaan jdrjestda jonoon n! eri tavalla.

Esimerkki 1.8 a) Lasketaan, kuinka monella eri tavalla loton 7 palloa voivat menna tulosputkeen
b) Kuinka monella eri tavalla kymmenen ihmisti voi menné jonoon?
c) Kortit asetetaan jonoon niin, ettd K-kortit ovat vierekkdin. Montako erilaista jonoa on

olemassa?
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Lause 1.3 (Jirjestetty otanta palauttaen) Joukosta, jossa on n erilaista alkiota, voidaan ottaa k:n

alkion jarjestetty otos palauttaen 1* eri tavalla.

Esimerkki 1.9 a) Paljonko on erilaisia jokerin tuloksia?
b) Kun noppaa heitetdan kaksi kertaa, niin erilaisia tuloksia on 6> = 36 kappaletta:
1,1, 1,2),d,3), 14, d5),a14e6),
2 1,22),273),24%9,25),206),
31, 32,6334, G 5), G 06),
4, 1),(42),43), 44, 45),460),
6,1, 5,2),53), 54,5 5), 5 06),
6, 1), (6,2),(6,3), (6,4), (6,5), (6, 6).
Nama ovat kaikki yhtd todennédkdisid. Samat tulosmahdollisuudet saadaan, jos kahta erilaista
(esim. eri viristd) noppaa heitetddn yhta aikaa. =
Esimerkki 1.10 (Syntymdpdivitehtivid) Oletetaan, ettd vuoden kaikki pdivét ovat yhtd toden-
nakoisid syntymadpaivid (ndin ei tarkasti ottaen ole). Milld todenndkoisyydelld n:std ihmisestad
ainakin kahdella on sama vuoden piivd syntyméapaivana?
Esimerkki 1.11 Milld todennékoisyydelld n:std ihmisestd ainakin yhdelld on sama vuoden péiva

syntymépdivana kuin sinulla?

m 1.2.4 Jarjestamaton otanta

Lause 1.4 (Jirjestamiton otanta palauttamatta; binomikertoimen otantatulkinta) Joukosta, jossa on

n!

k! (n—k)!

n
n erilaista alkiota, voidaan ottaa k:n alkion jdrjestdméton otos palauttamatta ( ' ) eli eri

tavalla. Tastd k-kombinaatioiden lukumaéarastd kaytetaan myos merkint6ja C(n, k) ja ,,Cy.

Esimerkki 1.12

Lause 1.5 Jos uurnasta, jossa on N palloa, joista M on mustia ja N — M valkoisia, otetaan n

palloa palauttamatta, niin todennékdisyys, ettd saadaan k mustaa ja n — k valkoista palloa, on
M) (N-M
()0

N

(2

Huomaa, ettd lauseessa 1.5 on oletettu, ettd mustat pallot ovat jollain tavalla erilaisia eli ettd ne

, 0<k=<M, O0<n-k=<N-M.

voidaan identifioida. Samoin on oletettu, ettd valkoiset pallot on jollain tavalla identifioitu. Tulos
kuitenkin pétee, vaikka palloja ei todellisuudessa olisi identifioitu; pallot voidaan t&lldin ajatella
tilapdisesti identifioidun otantaa varten. — Lause 1.5 on ns. hypergeometrisen jakauman
mukainen, ks. pykalda 2.2.4.

Esimerkki 1.13 Laatikossa on 4 punaista palloa ja 6 sinistd palloa. Laatikosta otetaan 5 palloa

palauttamatta.




1.3 Aksiomaattinen todennakoisyys

m 1.3.1 Joukko-oppia

Seuraavassa on joukko-opin perusmerkintdja ja niiden todennédkdisyystulkintoja.

* Koska joukkojen A ja B leikkaus A () B sisédltda ne alkeistapaukset, jotka ovat sekd A:ssa ettd
B:ssd, niin tapaus A () B sattuu, jos sekd A ettd B sattuvat. Leikkausta A () B merkitdan usein myos
lyhyemmin A B.

* Koska joukkojen A ja B unioni A |J B sisédltdd ne alkeistapaukset, jotka ovat ainakin toisessa
joukoista A ja B, niin tapaus A | B sattuu, jos ainakin toinen tapauksista A ja B sattuu.

* Koska joukon A komplementti A sisdltdd ne alkeistapaukset, jotka eivit ole A:ssa, niin tapaus
A‘ sattuu, jos A ei satu.

¢ Koska joukkojen A ja B erotus A—B = A () B® siséltdd ne A:n alkeistapaukset, jotka eivét ole
B:ssd, niin tapaus A — B sattuu, jos A sattuu mutta B ei satu.

e Tyhjda joukkoa merkitddn (); sanotaan, ettd () on mahdoton tapaus (se ei koskaan satu).

» Koko otosavaruus () on varma tapaus (se sattuu aina).

¢ Oletetaan, ettd A c B. Jos tdlldin A sattuu, niin myos B sattuu.

Tapauksia in tapana havainnollistaa ns. Venn-diagrammeina:

A B

Selvasti

(A=A, AUA=Q, ANA=0, Q°=0, O =0,

AUO=4, 0UO=0, ANO=0, ONO=0.

Unionille ja leikkaukselle patevit seuraavat distributiivilait:

ﬂBi] =(AUBy,

i=1 i=1

UBi] =Jans.
i=1

i=1

AUBNO=AUBNAUO, AU

ANBUO=ANBUANO, AN

Komplementille pétevit de Morganin kaavat:
¢ n
= ﬂAiC,
i=1
c n
= [ Jar.
i=1

(AUBY = AN B, (UAL»
i=1

(ANB) = A"UB,

n
(A
i=1




Seuraava maééritelma on todennédkdisyyslaskennassa erittdin tarked.

Miiritelmid 1.3 Tapaukset A ja B ovat toisensa poissulkevat, jos A(YB = (). m

Midéritelmén nimitys johtuu siitd, ettd jos A tapahtuu, niin B ei voi tapahtua, ja jos B tapahtuu,
niin A ei voi tapahtua. Yleisemmin sanotaan, ettd tapaukset A; ovat toisensa poissulkevat, jos
AiNAj = Qkaikilla i # j.

m 1.3.2 Todennakoisyyden aksioomat

Todennikoisyyden laskusddntsjen johtamiseksi esitetddn ensin joukko todenndkoisyydeltd
vaadittavia ominaisuuksia. Naméd ominaisuudet, joita sanotaan myds aksioomiksi, ovat luontevia ja
sopusoinnussa todenndkdisyyden intuitiivisen késityksen kanssa. Koko todenndkoisyyslaskenta
voidaan sitten johtaa néistd aksioomista. Aksiomaattisen todennikoisyyslaskennan on kehittianyt

A. N. Kolmogorov kirjassaan Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (1933).

Todennikoisyyden aksioomat
Al. P(A) = 0 kaikille tapauksille A.
A2. P() =1.

A3. Jos tapaukset A;, i =1, 2, ..., ovat toisensa poissulkevat, niin P(2; A;) = 232, P(A;). =

Aksiooman Al tapaan on luontevaa olettaa, ettd todennédkdisyys on ei-negatiivinen. Aksiooma
A2 normeeraa todennikdoisyydet niin, ettd suurin mahdollinen todennikéisyys on 1. Aksioomassa
A3 esiintyvé tapaus |2, A; sattuu, jos ainakin yksi tapauksista A; sattuu. Koska kuitenkin tapauk-
set A; ovat toisensa poissulkevat, niin tapaus |J2; A; sattuu, jos tarkalleen yksi tapauksista A;
sattuu. On luontevaa, ettd tilloin tapauksien A; todenndkéisyydet lasketaan yhteen:

P(U2, A)) = 232 P(A)). Ominaisuutta A3 sanotaan o-additiivisuudeksi.

Aksioomien avulla voidaan todistaa seuraava lause.

Lause 1.6 Todenndkéisyydelld on seuraavat ominaisuudet:
a) P(®) = 0.

b) Jos AN B = @, niin P(A U B) = P(A) + P(B).

c) P(A) =1-P(A%) (komplementtikaava).

d) Jos A c B, niin P(A) < P(B).

e) 0=<PA) <1

f) P(A—-B) =P(A)—P(A B).




m 1.3.3 Toisensa poissulkevien tapausten unioni

Seuraavan lauseen a-kohta yleistdd lauseen 1.6 b-kohdan useamman tapauksen unionille.

Lause 1.7 Oletetaan, ettéd tapaukset A;, i = 1, ..., n, ovat toisensa poissulkevat.

a) P( Lnj A,-) = Zn] P(A;)) (summakaava).
i=1 i=1

n n
b) Jos lisdksi |J A; = Q, niin Y, P(4;) = 1.
i=1 i=1

Huomautus 1.1 Lauseen 1.6 e-kohta 0 < P(A) < 1 ja lauseen 1.7 b-kohta ovat erittdin tarkeitd
todenndkoisyyksien tarkistamisessa. Laskuissa on nimittdin jokin virhe,

¢ jos laskujen tuloksena on todennékéisyys, joka on negatiivinen tai suurempi kuin 1;

* jos tapausavaruus voidaan jakaa toisensa poissulkevien tapausten unioniksi ja tapausten
todennékdoisyyksien summa on eri suuri kuin 1.

Vaikka tarvittaisiin vain tietyn tapauksen todennikdisyys, niin usein on hyddyllistd laskea
kaikkien tapauksien todenndkdisyydet, jotta voitaisiin kédyttdd lauseen 1.7 b-kohdan antamaa
tarkistuskeinoa.

Lauseen 1.7 b-kohtaa voidaan kiyttdd my0s toisella tavalla: yhtdlostd Y./ P(A;) = 1 voidaan yksi
todenndkoisyys P(A;) ratkaista muiden todennidkoisyyksien avulla. Tadstd on kuitenkin se huomat-
tava varjopuoli, ettd kaavan /. P(A;) = 1 kéytto tarkistuskeinona menetetdédn. m

Esimerkki 1.14

m 1.3.4 Yleinen unioni

Lause 1.8 (Mukaanlukemis-poissulkemis-periaate, principle of inclusion-exclusion)

a) P(AU B) = P(A) + P(B) - P(A( B).

b) PAUBUC) =PA)+PB)+P(C)-P(ANB) -PANC)-PBNC)+P(ANBNCO).

c¢) PLAUBUCUD) = P(A)+ P(B) + P(C) + P(D) —
-P(ANB)-PANC)-PAND)-P(BNC)-PBND)-P(CND)+
+P(ANBNCO)+PANBND)+PANCND)+P(B(NCND)-

~-P(ANBNCND).

Lauseen nimi tulee siité, ettd siind unionin todennikéisyyden lausekkeeseen otetaan leikkausten
todenndkoisyyksid mukaan plusmerkkisind ja niitd suljetaan pois miinusmerkkisina.
Esimerkki 1.15
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m 1.3.5 Todennakoisyyksien maaraaminen

Todennikoisyyden aksioomat ja niistd johdetut laskusdannot antavat vain kahden tapauksen
todennékoisyydelle tietyn numeroarvon — P(Q)) = 0ja P(2) = 1 —, mutta muuten ne vain kertovat,
miten jonkin tapauksen todennikéisyys voidaan laskea joidenkin muiden tapausten toden-
nékoisyyksien avulla; esim. P(A) = 1 - P(A°), P(AU B) = P(A) + P(B) - P(A( B).

Laskusdantojen avulla voidaan siis todennédkéisyyksid muokata toisiin muotoihin, mutta lopulta
tullaan vaiheeseen, jossa pitdd antaa joidenkin tapausten todennikdéisyyksille numeroarvot, jos
tarkasteltavan tapauksen todenndkoisyydelle halutaan numeroarvo.

Todenndkoisyyksille voidaan méddratd numeroarvoja kolmella tavalla:
* todenndkoisyyksien yhtasuuruuden avulla,
¢ suhteellisten frekvenssien avulla,

¢ subjektiivisen arvioinnin avulla.

Todenndkéisyyksien yhtisuuruus

Jo kokeen kunkin tuloksen todennikdisyys on yhtd suuri, niin klassisen todennikéisyyden
mukaan tapauksen todennikéisyys on suotuisien alkeistapauksien lukumédarian suhde kaikkien

alkeistapauksien lukumaééraan.
Suhteelliset frekvenssit

Jos tulosmahdollisuudet eivit ole yhtd todennikdiset, voidaan kokeiden tai tilastojen avulla
laskea tapauksille suhteellisia frekvenssejd; niitd voidaan pitdd todennédkoisyyksien likiarvoina.
Kun on esimerkiksi laskettu tietylld aikavililld syntyneiden poikien ja kaikkien syntyneiden lasten
lukumaéérien suhde, on pojan syntymén todennikdoisyydelle saatu likiarvo 0.51.

Jotta suhteellisten frekvenssien avulla saataisiin luotettava todennékéisyyden arvio, niin kokeita
tai tilastoarvoja tarvitaan paljon. Seuraavassa on Mathematica-ohjelman avulla simuloitu rahanheit-
toa 10000 kertaa ja piirretty, miten kruunien suhteellinen frekvenssi kehittyy, kun heittojen

lukuméira kasvaa:
ListLinePlot[Accumulate[RandomChoice[{0, 1}, 10000]] / Range[10000],
AxesOrigin -» {0, 0.5}]
0.515
0.510

0.505

0.495

0.490 P

0.485




11

Vield 10000 heiton jdlkeenkin kruunan todenndkéisyyden arvio on niinkin huono kuin 0.505. Eri
simulontikerroilla tulos voi vaihdella paljonkin; seuraavassa simulaatiossa satutaan saamaan
parempi todennékéisyyden arvio:

ListLinePlot [Accumulate [RandomChoice[{0, 1}, 10000]] / Range[10000],
AxesOrigin -» {0, 0.5}]

0.53
0.52

0.51

2000 4000 6000 ™uams™8O00™ 10000

0.49

0.48

Mitd enemmadn on kéytettdvissd tilastoarvoja, sen luotettavampi on suhteellinen frekvenssi
todennékoisyyden arviona. Tdméa voidaan myos todistaa todenndkéisyyslaskennan tulosten avulla.
Kurssilla Todennédkéisyyslaskenta II esitetddn Bernoullin lause, jonka mukaan tapauksen suhteelli-
nen frekvenssi suppenee todennikoisyysmielessd kohti tapauksen todenndkéisyyttd, kun kokeita

tehdddn yhi enemman ja enemman.
Subjektiivinen arviointi

Tiettyjen tapausten todenndkdisyyksid voidaan arvioida myos subjektiivisesti. Esimerkiksi
ladkadri voi sanoa, ettd tietty potilas selviytyy sairaudesta todenndkoisyydelld 0.8. Tamd arvio
perustuu osittain 14dkérin lukemiin tutkimuksiin aiheesta, osittain lddkérin omiin kokemuksiin
aikaisemmista vastaavantapaisista tapauksista ja osittain lddkdrin subjektiiviseen arvioon
kyseisestd potilaasta. Téllainen subjektiivinen todennikgisyys ilmaisee henkilén uskomuksen siité,
ettd tapaus sattuu. Joku voisi sanoa esimerkiksi, ettd 1dhden lauantaina lenkille todenndkéisyydelld
0.9.

Subjektiivisessakin todenndkoisyydessd on usein osittain mukana frekvenssiajattelua. Kokemuk-
sen mukaan esimerkiksi tietynlainen potilas on useimmiten selviytynyt, joten on hyvin toden-
nakoistd, ettd ndin tapahtuu tdiméankin potilaan kohdalla, tai henkilo on lauantaisin useimmiten

kdynyt lenkilld, joten on hyvin todennékéistd, ettd ndin tapahtuu seuraavanakin lauantaina.



12

1.4 Ehdollinen todennakoisyys

m 1.4.1 Ehdollinen todennakoéisyys

Esimerkki 1.16

Milld todennikoisyydelld tapaus A sattuu, kun tiedetddn, ettd tapaus B on sattunut? Tama
todenn&koisyys on ns. ehdollinen todenndkdisyys, ja sitd merkitddn P(A | B). Tamédn merkinndn voi
lukea esim. seuraavilla tavoilla: “P A ehdolla B”, ”A:n ehdollinen todennékéisyys ehdolla B”,
“todenndkdisyys, ettd A tapahtuu, kun B on tapahtunut”. Edellisen esimerkin mukaisesti voidaan

kirjoittaa:

Maiiritelmad 1.4a Jos P(B) > 0, niin ehdollinen todenndkdisyys P(A | B) on tapauksen A toden-

nékoisyys otosavaruudessa B. m

Koska téssd siis alkuperdinen otosavaruus () korvataan suppeammalla otosavaruudella B, niin
titd ehdollisen todenndkoisyyden laskentamenetelmdd sanotaan supistetun otosavaruuden
menetelmiksi (madritelméassd 1.4b tullaan esittdiméadn kaava, jossa kdytetdan alkuperdisen otosavaruu-
den Q todenndkdisyyksid).

Esimerkki 1.17 Heitetdan kahta noppaa. Milld todenndkéisyydelld silmalukujen summa on 6,

kun tiedetddn, ettd ensimmadisen nopan tulos on 3?

PUANB)

Miiritelmd 1.4b Jos P(B) > 0, niin ehdollinen todennikoisyys P(A | B) on P(A|B) = 6 -

Ehdollinen todennékéisyys P(A | B) voidaan siis mééritelld kahdella tavalla:

* A:n todenndkdisyytend supistetussa otosavaruudessa B;

P(ANB)
P®B)

* alkuperdisen otosavaruuden ) todennékdisyyksien avulla:
Kumpikin mééaritelmé on tdrked kadytdnnon laskuissa. Edellinen mééritelmé on lisdksi tarked
auttaessaan ymmadrtamddn, mistd ehdollisessa todenndkoisyydessd on kyse. Jalkimmdinen
médritelmad taas on tirked myos siksi, ettd sen avulla voidaan johtaa ehdolliseen todennédkéisyyteen
liittyvid tuloksia (mm. kokonaistodennékoisyyskaava ja Bayesin kaava).

Esimerkki 1.18 Kun tiettyd ohjelmajoukkoa tutkittiin, niin havaittiin, ettd 20 prosentissa
ohjelmia oli syntaksivirheitd ja 6 prosentissa sekd syntaksi- ettd I/ O-virheitd. Jos tietyssd ohjelmassa
on syntaksivirheitd, niin milld todennékoisyydelld siind on my6s I/ O-virheita?

Esimerkki 1.19 Oletetaan, ettd lapsi on poika todennédkdisyydelld 1/2. Tiedetddn, ettd perheen
kahdesta lapsesta ainakin yksi on poika. Milld todennékéisyydelld toinenkin lapsi on poika? Pinta-
puolisesti ajattelemalla voisi padatelld, ettd toinenkin lapsi on poika todennékdisyydelld 1/2.

Ehdolliselle todenndkdisyydelle patevit kaikki tavalliselle todenndkéisyydelle johdetut tulokset.

Esimerkiksi
0=<PA|B) =1,
P(A|B) =1-P(A°|B).
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m 1.4.2 Kokonaistodennakoisyyskaava

Ratkaisemalla kaavoista P(A|B) = P(A(\B)/P(B) ja P(B|A) = P(A( B)/P(A) todennikéisyys
P(A (N B), saadaan seuraava lause. Leikkauksen todennikdoisyyttd tarkastellaan ldhemmin pykéldssa
1.5.

Lause 1.9 Tapausten leikkauksen todennékéisyys toteuttaa kaavat
P(AN B) = P(A|B) P(B), jos P(B) > 0;
P(A( B) = P(A) P(B| A), jos P(A) > 0.

Maiiritelma 1.5 Tapaukset Ay, ..., A, muodostavat otosavaruuden € partition, jos tapaukset

ovat toisensa poissulkevat, Q = |J.; A;ja P(A;) > 0 kaikilla 7. m

Lause 1.10 (Kokonaistodennikoisyyslause) Jos tapaukset Ay, ..., A, muodostavat otosavaruu-

den partition, niin

P(B) = % P(B|Aj) P(A)).

Lauseen 1.10 kokonaistodenndkéisyyskaavan avulla “kokonais”-todenndkéisyys P(B) voidaan
koota ehdollisista todenndkdisyyksistd P(B | A;) painottamalla kutakin ehdollista todennikoisyytta
ehdon todenndkéisyydelld P(4;). Kokonaistodenndkoisyyskaava on hy6dyllinen monissa tapauk-
sissa, joissa todenndkoisyyttd P(B) on vaikea laskea suoraan, mutta laskenta on helppoa ehdollisten
todennékoisyyksien P(B | A;) avulla.

Esimerkki 1.20 Monivalintakokeen kussakin tehtdvéssd on n vastausvaihtoehtoa, joista yksi on
oikea. Opiskelija tietdd kuhunkin kysymykseen oikean vastauksen todennikéisyydelld p. Jos
opiskelija ei tiedd vastausta, hian arvaa. Milld todennikoisyydelld vastaus yhteen kysymykseen on

oikea?

P(O)
1O}

0.8F
0.6}

04F

0.2

02 04 06 08 1.0
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Esimerkki 1.21 Tietty virus on kahdella ihmiselld 10000:sta. Jos ihmiselld on tdma virus, niin
tietty testikin ilmoittaa 99.99 prosentin varmuudella, ettd ihmiselld on tdm4 virus (testin tulos on
positiivinen). Jos ithmiselld ei ole tdtd virusta, niin testikin ilmoittaa 99.9 prosentin varmuudella,
ettd ihmiselld ei ole tétd virusta (testin tulos on negatiivinen). Milld todenndkoisyydelld testin tulos

on positiivinen; entd negatiivinen?

P 0.0002-:0.9999 = 0.000 199 98

N 0.0002-0.0001 = 0.000 000 02

p 0.9998-0.001 = 0.000 9998

N 0.9998-0.999 = 0.998 8002

m 1.4.3 Bayesin kaava

Bayesin kaava on usein hyddyllinen, kun halutaan laskea ehdollisia todennakoisyyksid.

Lause 1.11 (Bayesin lause; Thomas Bayes, 1701-1761) Jos tapaukset A, ..., A, muodostavat

otosavaruuden partition ja P(B) > 0, niin

P(Ak | B) = P(B|f11)1él)’(/\k) — P(B|Ay) P(Ay) Lk

=1, ..., n

5P(BIA) P(A)
i=1

Esimerkki 1.22 Jatketaan esimerkkid 1.20. Monivalintakokeen kussakin tehtdvassd on n vastaus-
vaihtoehtoa, joista yksi on oikea. Opiskelija tietdd kuhunkin kysymykseen oikean vastauksen
todennikoisyydelld p. Jos opiskelija ei tiedd vastausta, hin arvaa. Jos vastaus yhteen kysymykseen

on oikea, niin milld todennikoisyydelld opiskelija tiesi vastauksen eikd arvannut?

P(T|0O)
1.0}

0.8

0.6

0.4

0.2
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Esimerkki 1.23 Jatketaan esimerkkid 1.21. Tietty virus on kahdella ihmiselld 10000:sta. Jos

ihmiselld on tdma virus, niin tietty testikin ilmoittaa 99.99 prosentin varmuudella, ettd ihmiselld on
tamd virus (testin tulos on positiivinen). Jos ihmiselld ei ole tdtd virusta, niin testikin ilmoittaa 99.9
prosentin varmuudella, ettd ihmiselld ei ole tdtd virusta (testin tulos on negatiivinen). Jos testin
tulos on positiivinen, niin milld todennédkoisyydelld ihmiselld todella on virus?

Misti testin huono luotettavuus johtuu? Jos tarkastellaan esimerkiksi 10000 ihmisen joukkoa,
niin on odotettavissa, ettd siind kahdella ihmiselld on virus. Testi on ndiden kahden ihmisen
joukossa positiivinen keskim&arin 0.9999 - 2 = 1.9998:1le ihmiselle. Testi on positiivinen 9998 ter-
veen ihmisen joukossa keskimdarin 0.001 - 9998 = 9.998:lle ihmiselle. Keskimé&drin saadaan siis
yhteensd 11.9978 positiivista testitulosta. Tastd sairaiden osuus 1.9998 on todellakin vain 16.7
prosenttia. Huono tulos johtuu siis virheellisten positiivisten tulosten suuresta maaréstd. Se taas
johtuu siitd, ettd vaikka virheellisen positiivisen tuloksen todennékgisyys onkin pieni (0.001), niin
virheellisid positiivisia tuloksia kuitenkin syntyy melko paljon, koska terveiden ihmisten osuus oli
hyvin suuri (0.9998).

Huomautus 1.2 Bayesin kaava voidaan tulkita kahdellakin tavalla.

a) Kiinteiset ehdolliset todennikoisyydet. Ehdollisille todennédkaisyyksille P(B|A;), i=1, ..., n,
voidaan Bayesin kaavan avulla laskea “kdinteiset” ehdolliset todennikoisyydet P(A;|B), k=1, ..., n.
Jos A; on tapauksen B mahdollinen syy, niin P(B | A;) on seurauksen todennidkéisyys, kun syy
tiedetddn, mutta P(A; | B) on syyn todennikbisyys, kun seuraus tiedetiin.

b) Posterioriset todenndkoisyydet. Alun perin tiedetddn todenndkoisyydet P(A;), i = 1, ..., n; ndmd
ovat ns. prioriset todennikoisyydet. Sitten saadaan se informaatio, ettd tapaus B on sattunut. Bayesin
kaavan avulla voidaan nyt laskea ns. posterioriset todennikoisyydet P(A, | B), k = 1, ..., n. Téll4 tavalla

voidaan todenndkoisyyksia pdivittdd, kun saadaan uutta informaatiota.

Prioriset tn:t | Posterioriset tn:t

P(V) = 00002 | P(V|P) = 0.167, P(V|N) = 0.000 000 02

P(E) = 09998 | P(E|P)

0.833, P(E|N) = 0.999 999 98

m 1.4.4 Laskentaohjeita

Kun ratkaistaan todennékoisyyslaskennan tehtdvid, niin vaarana on, ettéd lasku etenee niin kuin
laskijasta vain tuntuu jarkevéltd ja laskun eri vaiheet jddvit perustelematta tai vain hdméiran
intuition varaan. Tastd on kaksi varjopuolta:

® Lasku menee usein vdirin, koska perusteluja ei mietita.

¢ Vaikka laskun lopputulos olisi oikeakin, niin ulkopuolisen on vaikeaa saada laskusta selvid: toden-
nakoisyydet jadvat tarkemmin méadrittelemittd ja laskennan vaiheet perustelematta.
Jotta laskusta saataisiin varmemmin oikea tulos ja lasku olisi my8s muiden ymmarrettavissé,
niin kannattaa noudattaa seuraavia ohjeita. Monet luentojen esimerkit noudattavat nditd ohjeita.

Ohjeita on noudatettava myos tenttitehtivissi.
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Ohjeita todennidkdisyyksien laskemiseen:

1) Anna tapauksille helposti muistettavat symbolit.

2) Kirjoita annetut todenniksisyydet symbolien avulla.

3) Kirjoita ja laske kysytty todennikoisyys symbolien avulla.

4) Kayta laskemisessa vain todenndkoisyyslaskennan tunnettuja tuloksia.

5) Sijoita saatuun symboliseen lausekkeeseen annetut todenndkdisyydet ja sievenna.

6) Usein on mielenkiintoista tietdd todennédkoisyydelle sekd tarkka arvo ettd desimaaliarvo.

1) Symbolien miirittely tapauksille on valttdmatonts, jotta lasku voitaisiin ensin ratkaista sym-
bolisesti. Voidaan esimerkiksi méidritelld V = ihmiselld on virus, E = ihmiselli ei ole virusta, P =
testi on positiivinen.

2) Annettujen todennikoisyyksien kirjoittaminen symbolien avulla selkeyttdd lahtotilanteen ja helpot-
taa myéhempéiéi laskemista. Voidaan esimerkiksi kirjoittaa P(V) = 0.0002, P(E) = 0.9998,
P(P|V)=0.9999, P(P|E) = 0.001.

3) Kun kysytty todennikoisyys kirjoitetaan symbolien avulla, tiedetddn tarkalleen, mitd pitdd laskea.
Kun timdi todennikoisyys sitten lasketaan symbolien avulla, tulee samalla mietityksi, milld perusteella ja
milld kaavalla todennikdisyys lasketaan, ja lukijan on helppo seurata laskennan etenemisté.
Voidan esimerkiksi kirjoittaa kokonaistodennékdisyyskaavan avulla

P(P) = P(P|V)P(V)+ P(P|E) P(E).

4) Laskennassa on tarkedd, ettd kdytetddn vain todenndkdisyyslaskennan tunnettuja tuloksia, koska se
varmistaa, ettd ratkaisu on oikea. Viltd sellaisten ad hoc -paitelyjen kayttod, jotka vain tuntuvat
jarkeviltd. Alla on lueteltu todennikdisyyksid koskevat tarkeimmaét kaavat.

5) Vasta kun todennikoisyyden symbolinen lauseke on saatu selville, sithen sijoitetaan annetut
lahtotiedot (jotka kirjoitettiin kohdassa 2) ja lauseke sievennetddn. Kun symbolinen lauseke on
selvilld, niin sijoitusvaihe on usein yksinkertaista numeerista laskentaa. Voidaan esimerkiksi
kirjoittaa

P(P) = P(P|V)P(V)+ P(P|E)P(E) = 0.9999 - 0.0002 + 0.001 - 0.9998 = 0.001 199 78.

6) Todenndkoisyyden tarkka arvo on usein mielenkiintoinen ja arvokas, varsinkin, jos se on
verraten yksinkertainen murtoluku tai muu tarkka lauseke. Desimaaliarvo on usein my6s havain-
nollinen, koska siitd nékyy helposti todennikdisyyden suuruusluokka. Néytd desimaaliluvuissa
riittdvan monta nollasta eroavaa desimaalia (esim. 4), jotta todennédkdisyyksien oikeellisuus tulisi
selvdksi my0s lukijalle ja jotta todenndkoisyydet voisi tarkistaa kaavan /., P(4;) = 1 avulla riit-
tdvan tarkasti (todenndkoisyyksien tarkistusta tarkastellaan hetken kuluttua).

Kohdassa 4 kehotetaan kdyttdmdan vain todennikoisyyslaskennan tunnettuja tuloksia. Seu-

raavassa on lueteltu téllaisia tuloksia (ndistd kaavat 6 ja 7 tulevat esille vasta pykalédssa 1.5).
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Todenndkoisyyksid koskevat tirkeimmit kaavat:

Peruskaavoja:

1) Klassinen todenndkdisyys: P(A) = %, jos alkeistapaukset ovat yhta todennédkoiset

2) Komplementtikaava: P(A) = 1 — P(A°)
Unioniin liittyvid kaavoja:
3) Kahden tapauksen unioni: P(A | B) = P(A) + P(B) - P(A( B)

n n
4) Toisensa poissulkevien tapausten unioni: P( U Ai) = Y P(A;) (summakaava)
i=1 i=1

Leikkaukseen liittyvid kaavoja:
5) Kahden tapauksen leikkaus: P(A () B) = P(A) P(B| A) = P(A | B) P(B)

6) Yleinen leikkaus: P( N A,-) = P(A1) P(Ay | A1) P(A3 | A1 N Ay) - - -
i=1

7) Riippumattomien tapausten leikkaus: P[ N Ai) = [] P(4;) (tulokaava)
i=1 i=1

Ehdolliseen todennikoisyyteen liittyvid kaavoja:

8) Ehdollinen todenn&kdisyys: P(A | B) = P(;(Q)B)

9) Kokonaistodennikéisyyskaava: P(B) = 3, P(B| A;) P(A))
i=1

10) Bayesin kaava: P(A | B) = %

Ole tarkka todenndkoisyyksien yhteenlaskussa ja kertomisessa:

Todennikoéisyyksien yhteenlasku ja kertominen:
* Jos lasket todennédkéisyyksid yhteen, niin tapausten on oltava foisensa poissulkevat (kaava 4).
¢ Jos kerrot todennékdisyyksid, niin

— joko tapausten on oltava riippumattomat (kaava 7)

— tai tulon tekijéiden on oltava ehdollisia todenndkdisyyksii (kaavat 5, 6, 9 ja 10).

Aikaisemmin mainitut kuusi ohjetta auttavat paddseméin oikeaan lopputulokseen. Kun toden-
ndkoisyys on laskettu, on kuitenkin syytd vield kiinnittdd huomiota tuloksen oikeellisuuteen.

Todennékéisyyksid voi tarkistaa seuraavilla tavoilla:
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Todennikoisyyksien tarkistaminen:

e 0=<PA) =<1

* X" P(A) =1, jos {A1, ..., Ay} on in partitio. Jos siis tapaukset muodostavat (2:n partition
ja olet laskenut kaikkien tapausten todenndkéisyydet, niin todennédkoisyyksien summan taytyy
olla tasan 1.

e Vaikka kysytddn vain yhden tai muutaman tapauksen todennékéisyyttd, niin laske kaikkien
toisensa poissulkevien tapausten todennékdoisyydet, jotta voit kayttaa testid 3,/ P(A4;) = 1.

¢ Laske yleisen todenndkdisyyden arvo joissakin erikoistapauksissa, joissa todennédkdisyyden
pystyy varmasti laskemaan oikein.

* Mieti, tuntuuko tulos jirkevilti (mutta muista kuitenkin, ettd todennikdisyyslaskennassa
on yllattavidkin tuloksia).

e Arvioi todenndkdisyyttd simuloimalla tehtdvan tilannetta tietokoneen avulla ja vertaa
arviota todennékéisyyden laskettuun arvoon.

¢ Tutki kirjallisuutta ja kysy neuvoa.

1.5 Riippumattomuus

m 1.5.1 Leikkauksen todennakoisyys

Lause 1.12 Seuraavat kaavat patevit, jos niissd esiintyvat ehdolliset todennédkoisyydet ovat

olemassa.
a) PLGAN B) = P(A) P(B|A),
P(AMB) = P(A|B) P(B);

b) PANBNC) = P(A) P(B|A) P(C|AN B);
c) PANBNCND) = P(A) P(B|A) P(C|ANB) PD|ANBNC);
d) P(NL, A) = P(Ay) P(Ay | Ay) P(A3| At (N Ay) - - - P(A, | A1 N ... N Auz1)

Esimerkki 1.24 Noppaa heitetddn kerran. Olkoon E = “silmédluku on parillinen” ja V =
“silmédluku on korkeintaan 5”. Lasketaan tapauksen E [ V todennékéisyys kolmella tavalla

Esimerkki 1.25 Luokassa on 7 tytt6d ja 5 poikaa. Satunnaiset 3 oppilasta asettuvat jonoon. Millad
todennékoisyydelld tytot ja pojat vuorottelevat jonossa?

Esimerkki 1.26 a) Avainnipussa on n avainta. Avaimia kokeillaan peréjilkeen, kunnes oikea
avain 16ytyy; kokeillut avaimet pidetddn erillddn kokeilemattomista. Milld todenndkoisyydella

vasta k:s avain on oikea?
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m 1.5.2 Kahden tapauksen riippumattomuus

Ehdollinen todennékaisyys P(A | B) riippuu yleisesti B:std, ts. P(A | B) on eri kuin P(A). Toisinaan
on kuitenkin P(A | B) = P(A). Talloin on luontevaa sanoa, ettd tapaus A on riippumaton tapauksesta
B, silld tieto tapauksen B sattumisesta ei vaikuta mitenk&an tapauksen A todennékdisyyteen. Jos on
P(A| B) = P(A), niin on myos P(B | A) = P(B).
Nain ollen myoskin tapaus B on riippumaton tapauksesta A. Voidaan siis sanoa, ettd jos
P(A| B) = P(A), niin tapaukset A ja B ovat riippumattomat.

Kaava P(A | B) = P(A) voitaisiinkin ottaa tapausten riippumattomuuden maééritelméaksi, mutta

yleisesti kdytetty méadritelmd on kuitenkin seuraava:
P(A N B) = P(A) P(B).
Kaavat P(A | B) = P(A) ja P(A() B) = P(A) P(B) ovat nimittdin ekvivalentit.

Maiiritelma 1.6 Tapaukset A ja B ovat riippumattomat, jos P(A () B) = P(A) P(B). Jos tapaukset

eivét ole riippumattomat, ne ovat riippuvat. m

Tapausten A ja B riippumattomuutta voidaan merkitd A + B.

Esimerkki 1.27 a) Noppaa heitetddn kaksi kertaa. Olkoon E = “1. tulos on nelja” ja S =
“silméalukujen summa on 6”.

b) Noppaa heitetddn edelleen kaksi kertaa. Olkoon nyt E = “1. tulos on nelja” ja S =

“silmélukujen summa on 7”.

Lause 1.13 Jos tapaukset A ja B ovat riippumattomat, niin samoin ovat A ja B¢, A® ja B sekd A°
ja B

Huomautus 1.3 Tapausten A ja B riippumattomuus eli P(A () B) = P(A) P(B) ja toisensa poissulke-
vuus eli A B = () ovat aivan eri asioita. Kummastakaan ominaisuudesta ei seuraa toinen omi-
naisuus.

Jos esimerkiksi tapaukset ovat toisensa poissulkevat, niin silloin tapaukset ovat selvasti riippu-
vat: jos toinen sattuu, niin toinen ei voi sattua.

Jos taas tapaukset ovat riippumattomat, niin eivat ne vélttdmatta sulje toisiaan pois.
m 1.5.3 Useamman tapauksen riippumattomuus
Sanotaan, ettd tapaukset A, B ja C ovat parittain riippumattomat, jos
P(A(B) = P(A)P(B), P(ANC) =P(A)PC), PBC)=P®B)PQO).

Kolmen tapauksen varsinaiseen riippumattomuuteen vaaditaan parittainen riippumattomuus ja

my0s kolmittainen riippumattomuus:

Miiritelma 1.7 Tapaukset A, B ja C ovat riippumattomat, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
P(A(B) = P(A) P(B),
P(ANC) = P(A) PO,
P(B(C) = P(B)P(C),
P(ANBNC)=PA)PB)PC). =
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Lause 1.14 Jos tapaukset A, B ja C ovat riippumattomat, niin A on riippumaton kaikista

tapauksista, jotka on muodostettu tapauksista B ja C.

Miiritelma 1.8 Tapaukset A;, i = 1, ..., n, ovat riippumattomat, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
P(A;i N A}) = P(A) P(A;) kaikilla i < j,
P(A; M Aj N Ay) = P(A;) P(A}) P(Ay) kaikilla i < j <k,

P (A1 NA2 (... NAn) = P(A1) P(A) - - - P(Ay). m

Riippumattomuuden méaéritelmid 1.6, 1.7 ja 1.8 voidaan kayttda kahdella tavalla:
* Madritelmien avulla voidaan testata, ovatko annetut tapaukset riippumattomat.

® Jos annettujen tapausten riippumattomuus on selvdd, niin méaritelmien kaavoja voidaan
kayttaa leikkausten todenndkdisyyksien laskemiseen.
Niistéd jalkimmaéinen kédyttétapa on paljon yleisempi ja tdrkedmpi. Seuraavaan lauseeseen on
kirjoitettu leikkauksen todenndkéisyyden kaava siind erikoistapauksessa, ettd tapaukset ovat

riippumattomat.

Lause 1.15 Jos tapaukset A;, i = 1, ..., n, ovat riippumattomat, niin

P ( F) Al-) = ﬁ P(A;)) (tulokaava).

i=1 i=1

Esimerkki 1.28 Tiettyd koetta toistetaan riippumatomasti. Kukin koe onnistuu todennékoisyy-

delld p; olkoon q = 1 — p. Merkitddn O; = "i:s koe onnistuu” ja E; = ”i:s koe epdonnistuu”.

Lause 1.16 Oletetaan, ettd koetta toistetaan riippumattomasti ja kukin koe onnistuu toden-
nékoisyydelld p. Olkoong =1 -p.

a) Jos koe toistetaan n kertaa ja X onnistuneiden kokeiden lukumddrd, niin
n

k

b) Jos koe toistetaan, kunnes koe onnistuu ensimmaisen kerran, ja X = tarvittavien kokeiden

mx:m:()ﬁw%kzaLuqn

lukumadéra, niin P(X = k) = qk_l pk=12 ..

c) Jos koe toistetaan, kunnes koe onnistuu n:nnen kerran, ja X = tarvittavien kokeiden

k-1
lukumadira, niin P(X = k) = (n 1 )p” qk‘”, k=nn+1, ...

Esimerkki 1.29 2) Noppaa heitetddn n kertaa.

b) Noppaa heitetddn, kunnes saadaan kruuna.

¢) Noppaa heitetdédn, kunnes saadaan n:s kruuna.

Esimerkki 1.30 Kolme metsastdjad ampuu samaa jénistd tdsmaélleen samanaikaisesti. Oletetaan,
ettd osumiset ovat riippumattomat. Metsédstdjien osumistodennékdisyydet ovat 0.01, 0.05 ja 0.08.
Kéytetddn sellaista merkintdtapaa, ettd esimerkiksi 112 () 3¢ tarkoittaa tapausta, ettd 1. ja 2. met-

sdstdjd osuvat mutta 3. ei.
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2 Satunnaismuuttujat

2.1 Diskreetti satunnaismuuttuja

m 2.1.1 Jakauma- ja todennakoisyysfunktio

Esimerkki 2.1 a) Noppaa heitetddn; otosavaruus on Q = {ykkonen, ..., kuutonen} ja alkeistapauk-
set ovat yhtd todennékoiset.

b) Kahta noppaa heitetddn; otosavaruus on = {(ykkonen, ykkonen), ..., (kuutonen, kuutonen)}
ja alkeistapaukset ovat yhtd todennakéiset.

c¢) Kahta rahaa heitetdén; otosavaruus on Q = {(R, R), (R, L), (L, R) ja (L, L)} ja alkeistapaukset

ovat yhtd todennékaiset.

Miiritelmad 2.1 Satunnaismuuttuja X otosavaruudessa ) on funktio X: O - R. =

Satunnaismuuttuja siis liittdd kuhunkin alkeistapaukseen jonkin reaaliluvun. Mikéd tdma

reaaliluku on, riippuu siitd, mitd satunnaismuuttujan halutaan kuvaavan.

Maiiritelma 2.2 Satunnaismuuttuja X on diskreetti, jos se voi saada vain dérellisen tai numeroitu-

vasti ddrettdbman méédran arvoja. m

Merkitdén, ettd diskreetin satunnaismuuttujan saamien arvojen joukko on K. Diskreeteilld
satunnaismuuttujilla muotoa P(X = k) olevat todennékdisyydet ovat tdrkeimmat. Naille toden-

nékoisyyksille maaritelldan funktio.

Miiritelmad 2.3 Diskreetin satunnaismuuttujan X todennikoisyysfunktio on p(k) = P(X = k),
keK. nm

Kéytetdadn myos nimityksid pistetodennikoisyysfunktio ja tiheysfunktio (englannissa kdytetdan
usein termid probability density function ja lyhennettd pdf).

Todenndkoisyysfunkiolla p(k) on seuraavat ominaisuudet:

e0=<pk) <1 kek,

* Dk pk) = 1.

Todennikoisyyslaskennassa halutaan usein laskea my6s todennédkoisyyksid, jotka ovat muotoa
P(X < a), P(X > a) ja P(a < X < b). Ndma voidaan kaikki ilmaista muotoa P(X < a) olevien toden-
ndkoisyyksien avulla. Ensinndkin P(X >4a) =1-P(X <a). Toiseksi jos a<b, niin
PX<b)=Px<a)+Pla<X<b), joten Pla <X <b)=P(X <b)-P(X <a). Koska siis muotoa
P(X = a) olevat todenndkéisyydet ovat keskeisid, on télle todennédkoisyydelle mééaritelty oma

funktio:

Mairitelma 2.4 Satunnaismuuttujan X jakaumafunktioon F(x) = P(X < x),x € R. =

Kaytetdan my6s nimityksid kumulatiivinen jakaumafunktio ja kertyméafunktio (englannissa
kédytetddn usein termid cumulative distribution function ja lyhennetta cdf).

Huomaa, ettd todennékoisyysfunktio maaritellddan vain pisteissd k € K mutta jakaumafunktio
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kaikilla x € R.

Todenndkoisyysfunktiosta saadaan jakaumafunktio ja jakaumafunktiosta todenndkoisyysfunk-
tio seuraavasti:

b F(X) = stx P(k),
o p(k) = F(k) - F(k - 1).

Esimerkki 2.2 1) Noppaa heitetddn; olkoon X nopanheiton tulosta vastaava kokonaisluku.

! 1 —
6 5/6' @—
4/6 | G
3/6 G
2/6 G
1/6 G
5 1 2 3 4 5 6

b) Kahta noppaa heitetdén; olkoon X silmélukujen summa.

6/36 1 —r
4/36 ‘ ‘ —_
‘ ‘ 05 o
2/36 >—
Ly e
23 45 6 7 8 9101112 234567 8 9101112

Diskreetin satunnaismuuttujan jakaumafunktiolla F(x) on seuraavat ominaisuudet:
e0<Fx)<1l,xeR;

* F(x) on oikealta jatkuva porrasfunktio;

® F(x) on ei-vihenevi;

o lim,,, F(x) =1;

e lim,,_. F(x) =0.

m 2.1.2 Odotusarvo

Esimerkki 2.3 Seuraavassa on Mathematica-ohjelman avulla simuloitu 100 nopanheittoa:

nn = RandomInteger [DiscreteUniformDistribution[6], 100]

{2,2,2,5,1,3,4,1,6,3,3,6,4,5,2,4,1,5,3,5,1,4,2,2,5,
4,3,1,6,4,4,2,2,3,4,2,3,5,4,6,3,1,3,3,6,6,3,6,1,4,
4,3,3,2,2,6,1,5,4,4,2,2,6,4,1,3,4,1,5,1,4,1,2,4,3,
4,5,2,2,5,1,6,1,2,3,1,4,5,2,1,4,2,5,6,1,5,3,5,1, 6}

Tulosten artimeettinen keskiarvo on
N[Mean[nn]]

3.29
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Jos lasketaan sellainen silmélukujen painotettu keskiarvo, jossa kunkin silméluvun painona on
vastaavan tapauksen todenndkdisyys, niin saadaany}_, k % = % = 3.5; tdtd arvoa sanotaan silmalu-

vun odotusarvoksi. Simuloidun aineiston keskiarvo on ldhelld tdtd odotusarvoa. Ndin on yleisesti: jos

kokeita tehd&dan paljon, niin koetulosten keskiarvo on ldhelld odotusarvoa. m

Mairitelma 2.5 Diskreetin satunnaismuuttujan X odotusarvo on

EX) = 2 kplh,
keK

jos X |k| pk) < co.m
keK

Esimerkki 2.4

Jos diskreetin satunnaismuutujan X arvojoukko K on &érellinen, niin odotusarvokin on darelli-
nen. Jos kuitenkin arvojoukko on numeroituvasti ddretén, niin odotusarvon méaritelma voi antaa
ddrettomadn tuloksen. Voi myos olla niin, ettd summalle )} x k p(k) saadaan erilaisia arvoja siita
riippuen, missé jarjestyksessd termit lasketaan yhteen. Tietty analyysin tulos sanoo, ettd kaikki
laskentajérjestykset johtavat samaan tulokseen silloin ja vain silloin, kun summa suppenee itseisesti
eli kun Yy ¢ | k| p(k) < oo. Jotta siis odotusarvo olisi dérellinen ja hyvin mééritelty, niin vaaditaan
maédritelmédn 2.5 tapaan, ettd summa suppenee itseisesti. Jos ndin ei ole, niin sanotaan, etta

odotusarvo ei ole olemassa.

m 2.1.3 Muunnoksen odotusarvo
Esimerkki 2.5 Oletetaan, ettd P(X = -1) = 0.2, P(X =0) = 04jaP(X =1) = 0.4.
Satunnaismuuttujan X funktion Y = g(X) (¢ on mitallinen funktio) odotusarvo saadaan laske-
malla ensin Y:n todennékéisyysfunktio q(I), I € L, ja laskemalla sitten E(Y) = };c; [ q(I). Seuraavan

lauseen mukaan Y:n odotusarvo saadaan myos suoraan X:n todennékdoisyysfunktion avulla.

Lause 2.1
a) E[g(X)] = Yiex §K) p(k), jos Yk | 8(k) | pk) < oo.

b) E[g1(X) + £2(X)] = E[g1(X)] + E[£2(X)].
¢)E@@+bX)=a+bEX).

Esimerkki 2.6

m 2.1.4 Varianssi

Usein merkitdan E(X) = u.

Mairitelma 2.6 Satunnaismuuttujan X varianssi on

Var(X) = E[(X - p)?]-

Lause 2.2 Varianssi voidaan laskea my0s seuraavista kaavoista:
a) Var(X) = E(X?) - 12,
b) Var(X) = E[X(X - 1)] + u — 2.
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Diskreetin satunnaismuuttujan varianssi voidaan siis mddritelmén 2.6 ja lauseen 2.2 mukaan
laskea kaavoista

% (k- w?pk),

keK

Var(X) = kZ;( S P(k) - 'uZ’

3 k(= 1) plk) + p — 2.
keK

Kaksi jalkimmadistd kaavaa ovat usein mukavimmat.

Esimerkki 2.7

Satunnaismuuttujan varianssi mittaa sitd, kuinka laajalle satunnaismuuttujan arvot ovat levin-
neet. Esimerkiksi kahden nopan silmélukujen summan mahdollisten arvojen joukko {2, 3, ..., 12}
on laajempi kuin yhden nopan tulosjoukko {1, 2, ..., 6}. Niinpd silméalukujen summan varianssi

onkin suurempi kuin yhden nopan tuloksen varianssi.

Lause 2.3 a) Var(a + b X) = b* Var(X).
b) Var(X) = 0; Var(X) = 0 silloin ja vain silloin, kun on olemassa sellainen vakio ¢, ettd
P(X = ¢) = 1 (tdllainen satunnaismuuttuja on ns. degeneroitunut satunnaismuuttuja).

c)E [(X - c)2] on pienin, kun ¢ = y; pienin arvo on Var(X).

Maiiritelmad 2.7 Satunnaismuuttujan X hajonta on varianssin neliéjuuri. =

Usein merkitdan Var(X) = 0. Hajontaa merkitdan usein o:lla: o = v Var(X) . Hajonnalle

kdytetddn englannissa termid standard deviation.

2.2 Joitakin diskreetteja jakaumia

m 2.2.1 Diskreetti tasainen jakauma

Lause 2.4 Jos satunnaismuuttujalla X on n yhtd todennakéistd arvoa 1, 2, ..., 1, niin
PX=k=1 k=12 .7

n+1 n?-1

EX) = - Var(X) = o

Sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on diskreetti tasainen jakauma parametrilld n; merkitaan
X ~ DU(n).

Esimerkki 2.8

m 2.2.2 Poisson-jakauma

Lause 2.5 Jos

PX =k =et ;—f k=0,1,2, ...

niin sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on Poisson-jakauma parametrilld A; merkitddn
X ~ Po(A). Talloin
EX)=2, Var(X) = A.
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Seuraavassa kuvassa on joidenkin Poisson-jakaumien todennékéisyysfunktiot.

04¢
0.3}
03}
0.2}
0.2}
0.1} 0.1f ‘
| P . L.
10 20 10 20 30 40 50
A=5 A=75
04r¢
0.3}
0.3}
0.2}
0.2}
1 l I Tee. . .TI] hfo.
10 20 10 20 30 40 50
A=8 A=15
04r¢
0.3}
0.3}
0.2}
0.2

0.1

Ll "L

Esimerkki 2.9 Vuonna 1910 Rutherford ja Geiger tutkivat poloniumin ldhettimaa a-séteilya. He

20 30 40 50

laskivat vastaanotettujen a-partikkeleiden méddran 1/8 minuutin pituisina aikavéleind. Aikavileja
oli kaikkiaan 2608 kappaletta. Tulos oli oheisen taulukon kahden ensimmdéisen sarakkeen
mukainen.

Osoittautui, ettd jos X on 1/8 minuutin aikana vastaanotettujen a-partikkeleiden lukumaééra,
niin X:1l4 on likimain Poisson-jakauma. Arvioidaan jakauman parametri A seuraavalla tavalla.
Koska A = E(X) ja odotusarvoa E(X) voidaan approksimoida otoskeskiarvolla m, niin my6s A:aa
voidaan approksimoida otoskeskiarvolla m. Nyt m eli keskiméarin 1 /8 minuutin aikavalilld vastaan-
otettujen a-partikkelien lukumé&éra on noin (0-57 +1-203+2-383 + ... + 11-6) /2608 = 3.87. Olete-
taan siis, ettd X ~ Po(3.87). Lasketaan tdmédn jakauman todennédkéisyydet P(X = k),
k=0,1,2,...,10, ja P(X = 11) ja kerrotaan todenndkoisyydet vélien lukumaaralla 2608. Ndin
saadaan Poisson-jakauman mukaiset teoreettiset frekvenssit. Esimerkiksi P(X =0) =
e>873.87° /0! =0.02086, jolloin teoreettinen frekvenssi on 2608 -0.02086 = 54.4. Nain saadaan
taulukon kolmas sarake. Neljinteen sarakkeeseen on laskettu havaittujen ja teoreettisten
frekvenssien erotukset. Koska erotukset ovat varsin pienet, niin timi tukee sitd johtopdatostd, ettd

vastaanotettujen a-partikkelien lukumaéralla 1 /8 minuutin aikana on likimain Po(3.87)-jakauma. =
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Partikkelien Havaittu Teoreettinen  Frekvenssien
lukuméaéra frekvenssi  frekvenssi erotus

0 57 544 2.6

1 203 210.5 =75

2 383 407 4 -244

3 525 525.5 -0.5

4 532 5084 23.6

5 408 393.5 14.5

6 273 253.8 19.2

7 139 140.3 -13

8 45 679 -229

9 27 29.2 22

10 10 113 -13

11+ 6 5.8 02

m 2.2.3 Binomijakauma

Lause 2.6 Koe toistetaan riippumattomasti n kertaa. Kukin koe onnistuu todennékéisyydellad

p; merkitddn g = 1 — p. Olkoon X onnistuneiden kokeiden lukumaééra. Talloin

n

P(X:k):(k

)pkq"‘k, k=012, .., n,

EX)=np, Var(X) =npq.
Sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on binomijakauma parametreilld n ja p; merkitdan

X ~ Bin(n, p).

Seuraavassa kuvassa on joidenkin binomijakaumien todennakéisyysfunktiot.
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Kuvan vasemmassa sarakkeessa on n = 10 ja oikeassa sarakkeessa on p = 0.3. Huomataan, ettd

pienehkoilld tai suurehkoilla p:n arvoilla ja suurehkoilla 7:n arvoilla monet todennikoisyydet ovat

hyvin pienid ja satunnaismuuttuja saa suurella todennikéisyydelld arvoja melko suppealta vélilta.

Kuvassa n:n ja p:n arvot ovat sellaiset, ettd odotusarvo np on sama kuin Poisson-jakauman

odotusarvo A aikaisemmin Poisson-jakaumalle esitetyissd kuvissa. Kun ylld olevaa kuvaa verrataan

Poisson-jakauman kuvaan, niin huomataan, ettd vasemmassa sarakkeessa, jossa n ei ole suuri

(n = 10), binomi- ja Poisson-todenndkdisyydet eroavat selvésti, mutta oikeassa sarakkeessa, jossa p

on melko pieni (p = 0.3), todennékéisyydet ovat 1dhempiné toisiaan, varsinkin sarakkeen kahdessa

alimmassa kuvassa, joissa myds n on melko suuri (n = 25 ja n = 50). Hetken kuluttua osoitetaankin,

ettd binomijakaumaa voidaan tietyin edellytyksin approksimoida Poisson-jakaumalla.
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Esimerkki 2.10 Noppaa heitetddn 6 kertaa. Olkoon X kuutosten lukumaara.

k | p(k) F(k)
00334398 0334898
10401878 0736776
210200939 0937714
3100535837 0991298
41000803755 0999336
510.000643004  0.999979
6100000214335 1
04r¢ 1.t . *—o
0.3 081 o _
0.6}
0.2
04}
0.1 i 0.2}
¢ 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Esimerkki 2.11 Oletetaan, ettd tyton syntymén todenndkéisyys on 0.49. Olkoon X kolmilap-

sisessa perheessa olevien tyttGjen lukuméaara.

k | p(k)

0.132651
0.382347
0.367353
0.117649

0
1
2
3

Lause 2.7 Jos X ~ Bin(n, p) ja n on suuri ja p pieni, niin X:114 on likimain Po(n p)-jakauma;

merkitdan X ~ Po(np).

Lauseen 2.7 mukainen Poisson-approksimaatio on usein riittdvan tarkka, jos p < 0.05ja n = 20.
Esimerkki 2.12 Oletetaan, ettd kirjan yhdelld sivulla on keskiméérin 2 painovirhettd. Olkoon X

yhdella sivulla olevien painovirheiden lukuméira. Miké jakauma voisi X:114 olla?

Binomitod. Poisson—tod.
0.13520 0.13534
0.27067 0.27067
0.27081 0.27067
0.18054 0.18045
0.09022 0.09022
0.03605 0.03609

wn W NN = QO
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Lause 2.8 Olkoon X = 1, jos koe onnistuu, ja X = 0, jos koe epdonnistuu. Oletetaan, ettd koe

onnistuu todennékdisyydelld p; merkitddn g = 1 — p. Télloin
PX=1=p PX=0)=g,
EX)=p, Var(X) =pq.

Sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on Bernoulli-jakauma parametrilld p; merkitdan X ~ Ber(p).

Esimerkki 2.13

m 2.2.4 Hypergeometrinen jakauma

Lause 2.9 Uurnassa on N palloa, joista M on mustia ja N — M valkoisia. Uurnasta otetaan n

palloa palauttamatta. Olkoon X saatujen mustien pallojen lukumaééra. T4lloin

M\ (N-M

[)0)
(2

EX)=np, Var(X) =npgq %, missd p = %, g=1-p.

PX =k = , max{0, n— (N -M)} <k <min{M, n},

Sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on hypergeometrinen jakauma parametreilld N, M ja n;
merkitdan X ~ Hyp(N, M, n).

Esimerkki 2.14 Laatikossa on 10 arpaa, joista 3 voittaa. Laatikosta otetaan 4 arpaa palauttamatta.
Olkoon X saatavien voittoarpojen lukumaééra.

Esimerkki 2.15 Lottoarvonnassa on 39 palloa, jotka on numeroitu 1, 2, ..., 39. Voidaan ajatella
niin, ettd palloista 7 on niitd (mustia), jotka ovat omassa ruudukossamme, ja 32 on muita palloja
(valkoisia). Lotossa saa siis k oikein, jos lottokone valitsee 7:std omassa ruudukossamme olevasta
numerosta k kappaletta ja 32:sta muusta numerosta 7 — k numeroa. Olkoon X oikeiden numeroiden

lukumaara.

k | p(k)

0.218833
0412416
0.274944
0.0818286
0.0112867
0.000677202
0.0000145635
0.00000006501

N N kR WD = O

Lause 2.10 Jos X ~ Hyp(N, M, n) ja N on suuri ja - pieni, niin X:1ld on likimain Bm(n, ﬁ)—

jakauma; merkitddn X ~ Bin(n, %)

. . . . . segge e PYRY . n
Binomiapproksimaatio on usein riittdvan hyvi, jos N > 50 ja ~ <O0.L
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m 2.2.5 Geometrinen jakauma

Lause 2.11 Koetta toistetaan riippumattomasti, kunnes koe onnistuu ensimmadisen kerran.
Kukin koe onnistuu todennékdisyydelld p; merkitddn g = 1 — p. Olkoon X tarvittavien kokeiden

lukumaara. Talloin
PX=k=g"1p, PX<k=1-4¢" k=1,2, ..,
EX) =1, Var(X)= L.
P P

Sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on geometrinen jakauma parametrilld p; merkitdan
X ~ Geom(p).

Lauseen todistuksessa tarvitaan seuraavia kaavoja (joissa oletetaan, ettd |r| < 1):

o 1 ] 1 2
k k-1 k-2
E r=—, E kr = , E k(k—1)r"° = .
k=0 1-r 1-ry (1-7)°

Ensimmdinen kaava on geometrisen sarjan summakaava, toinen kaava saadaan derivoimalla

ensimmadinen kaava ja kolmas kaava saadaan derivoimalla toinen kaava.
Esimerkki 2.16 Noppaa heitetddn, kunnes saadaan kuutonen. Olkoon X tarvittavien heittojen

lukumaara.

p(k)
[0.166667
0.138889
0.115741
0.0964506
0.0803755
0.0669796
0.0558163
0.0465136
0.0387613
0.0323011

=~

\DOO\]O’\UI-PU)[\)Hl

—
)

Esimerkki 2.17 Oletetaan, ettd kun riippumattomia kokeita suoritettiin toistuvasti, niin n ensim-
madistd koetta epdonnistuivat. Mikéd on tilléin ehdollinen todenndkoisyys, ettd tarvitaan vield k
koetta, ennen kuin saadaan onnistunut koe? Helposti tulee ajatelleeksi, ettd seuraavalla tai muuta-
malla seuraavalla kerralla kokeen onnistumisen todennékéisyys olisi tavallista suurempi.

Olkoon X tarvittavien kokeiden lukumadiré, ennen kuin saadaan ensimmainen onnistunut koe.
Kysytty todennékdisyys on

PX=n+k g1y

PX=n+k|X>n)= = =¢'p=PX =k).
P(X > n) q"

Jos siis n ensimmadistd koetta on epdonnistunut, niin todennékoisyys, ettd tarvitaan vield k koetta,
ennen kuin saadaan onnistunut koe, on sama kuin todennikdisyys, ettd alun perin olisi tarvittu k
koetta. Tama on ns. muistittomuusominaisuus: X:n jakauma ei “muista” n:44 aiemmin epdonnis-

tunutta koetta. Geometrinen jakauma on ainoa positiivinen, kokonaislukuarvoinen jakauma, jolla

on muistittomuusominaisuus.
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Huomataan, ettd erityisesti P(X = n+ 1| X > n) = p. Jos esimerkiksi rahaa on heitetty kauan eiki
vieldkddn ole tullut yhtddn kruunaa, niin helposti ajattelee, ettd todennédkdisyys, ettd seuraavalla
kerralla tulee kruuna, on tavallista suurempi; timéa on ns. pelurin harhaluulo. Todennikéisyys on
kuitenkin edelleenkin vain 1 /2.

Totta sen sijaan on, ettd pitkilld aikavélilld kruunien suhteellinen osuus kaikista tuloksista
lahestyy arvoa 1/2 (tdmé osoitetaan kurssilla Todennikoisyyslaskenta II). Suppeneminen ei valt-
tamadttd ole kovin nopeaa, kuten pykalédn 1.4.3 simuloinnista huomattiin.

Jos rahaa heitetddn, kunnes saadaan kruuna, ja X on tarvittavien kokeiden lukuméérd, niin

X ~ Geom(3), joten E(X) = 7> =2 ja esimerkiksi P(X < 10) =1 (3)"" = 0.999. Yleensi ei sis

tarvita kovin monta heittoa kruunan saamiseksi. =

m 2.2.6 Negatiivibinomijakauma

Lause 2.12 Koetta toistetaan riippumattomasti, kunnes koe onnistuu n:nnen kerran. Kukin
koe onnistuu todennikéisyydelld p; merkitddn g = 1 —p. Olkoon X tarvittavien kokeiden

lukumaara. Talloin
k-1 .
PX =k) = 0—1 prg", k=nn+1,..,

EX) =%, Var(X)= =L
P 4

Sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on negatiivibinomijakauma parametreilld n ja p; merkitdan
X ~ Negbin(n, p).

Huomataan, ettd Negbin(l, p) = Geom(p).
Esimerkki 2.18 Noppaa heitetddn, kunnes saadaan kuutonen toisen kerran. Olkoon X tarvit-

tavien heittojen lukumé&ara.
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2.3 Jatkuva satunnaismuuttuja

m 2.3.1 Jakauma- ja tiheysfunktio

Pykaldssa 2.1.1 méariteltiin jakaumafunktio. Esitetddn sama mééritelmd uudestaan:

Mairitelma 2.8 Satunnaismuuttujan X jakaumafunktioon F(x) = P(X < x),x € R. =

Diskreetti satunnaismuuttuja saa vain ddrellisen tai numeroituvasti ddrettdméan méaaran arvoja.
Pykéléssa 2.1.1 huomattiin, ettd diskreetin satunnaismuuttujan jakaumafunktio on porrasfunktion
tyyppié, siis epédjatkuva.

Sanotaan, ettd satunnaismuuttuja on jatkuva, jos se voi saada ylinumeroituvan médran arvoja;
tyypillisesti kyse on jostain reaaliakselin vélistd. Jatkuvan satunnaismuuttujan jakaumafunktio on

jatkuva. Jatkuva satunnaismuuttuja mééaritelldan kuitenkin ns. tiheysfunktion avulla:

Miiritelmad 2.9 Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos on olemassa sellainen ei-negatiivinen

funktio f(x), ettd kaikille reaalilukujoukoille Aon P (X € A) = fA f(x)dx. Funktio f(x) on satun-

naismuuttujan X tiheysfunktio. m

Lause 2.13 Jatkuvan satunnaismuuttujan jakauma- ja tiheysfunktiolla on seuraavat ominaisu-

udet:
a) [T f)ydx = 1.
b)Fx) = [*_f(hat.

c) f(x) = F'(x) pisteissd x, joissa f(x) on jatkuva.

Jos siis tiheysfunktio on annettu, niin jakaumafunktio saadaan lauseen b-kohdan avulla. Jos taas
jakaumafunktio on annettu, niin tiheysfunktio saadaan lauseen c-kohdan avulla; pisteissd, joissa
F'(x) ei ole olemassa, voidaan maadritelld f(x) = 0.

Jokainen tiheysfunktio toteuttaa ehdot
* f(x)=0,x eR,
o [T fdx=1.

Voitaisiin my0s osoittaa, ettd jos jokin funktio f(x) toteuttaa ndmé ehdot, niin on olemassa satunnais-
muuttuja, jonka tiheysfunktio on f(x). Mainitut kaksi ehtoa ovat siis valttiméattomat ja riittavat
ehdot sille, ettd funktio f(x) on tiheysfunktio. Huomaa, ettd tiheysfunktio voi hyvin saada ykkosta

suurempia arvoja.
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Lauseen 2.13 b-kohdasta ndhddan, ettd jatkuvan satunnaismuuttujan jakaumafunktiolla on

seuraavat ominaisuudet:
e0<Fx)<1l,xeR;
® F(x) on jatkuva;
® F(x) on ei-vihenevi;
elim, . F(x) =1;
elim,, o F(x) =0.

Esimerkki 2.19 Reaaliluku X valitaan satunnaisesti valilta (a, b).

05¢

05}

-1 1 2 3 4 5 -1

Esimerkki 2.20 Piste valitaan satunnaisesti yksikkoympyrastd. Olkoon X pisteen etdisyys

ympyran keskipisteesté.

2y 1
1.5¢
1 0.5
05}
-1 1 2 -1 1 2

Esimerkki 2.21 Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on muotoa

0, x<-1,
c1+x), -1<x=<0,
fx) =
c(l-x), 0<x=<1,
0, x> 1.
1 1
5 0.5
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m 2.3.2 Todennakoisyyksien laskeminen

Jatkuvaan satunnaismuuttujaan liittyvid todennikoisyyksid voidaan laskea seuraavasti (a < b):

Todenn&kéisyys |F(x)m avulla  f(x)mn avulla

PX <a)

P(X > a)

Pa<X<b

F(a) [ fihdt
1 - F(a) [Cfoyat

Fb)-Fa) [ fhdt

Todennikoisyyksid voidaan siis laskea sekd jakauma- ettd tiheysfunktion avulla. Jos jakauma-

funktio on kéytettdvissd, niin sitd kannattaa kayttdsd, koska silloin véltytddn intergoinnilta. Jos

todenndkoisyys lasketaan tiheysfunktion avulla, niin silloin tulee itse asiassa lasketuksi tiheysfunk-

tion ja tarkasteltavan x-akselin osan vélisen alueen pinta-ala. Tdm& on havainnollistettu seu-

raavassa kuvassa.

fx)

Pa<X<b)

a

b

Seuraavassa kuvassa on saman satunnaismuuttujan jakaumafunktio ja tiheysfunktio. Kuva

ilmoittaa, milld tavalla todennékoisyys P(X < a) liittyy kumpaankin funktioon.

1k

F(x)

PX <a)
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Koska f(x) = F'(x), niin f(x) ilmoittaa, kuinka voimakkaasti F(x) kasvaa pisteessd x. Mitd
voimakkaampi kasvu, sitd nopeammin todennékoisyytta kertyy funktioon F(x) = P(X < x), kun x
kasvaa.

Voidaan my®ds kirjoittaa
+€
Pu<X<a+e= f fx)dx ~ € f(a),

joten f(a):n suuruus maarad, kuinka todenndkdistd on, ettd X saa arvon ldheltd pistettd a. Nédin
tiheysfunktion arvo f(a) ilmoittaa, kuinka “tihedssd” todennékoisyyttd on pisteen a ldhelld tai mika
on sen todenndkoisyyden “intensiteetti”, ettd X saa arvon a. Tietyn pituisen vélin todennéakoisyys
on suurempi sielld, missd tiheysfunktio saa suurempia arvoja, kuin sielld, missa tiheysfunktio saa
pienempid arvoja.

Jatkuvalle satunnaismuuttujalle patee myds

PX=a)=0,

sillda Pa<X<a) = j: f(®) dt = 0. Néin ollen todenn&kdisyys, ettd jatkuva satunnaismuuttuja saa

tietyn arvon, on nolla. Huomaa siis erityisesti, ettd f(a) ei ole sama kuin P(X = 4). Vain tiheysfunk-
tion méaaratyilld integraaleilla on todennékoisyystulkinnat.
Kaavasta P(X = a) = 0 seuraa, ettd kun lasketaan vilien todennékdisyyksid jatkuvalle satunnais-

muuttujalle, niin ei ole merkitystd, ovatko vélin paatepisteet mukana vai eivét. Esimerkiksi
Pa<X<b)=Pa<X=<b=Pla<X<b=Pla<X<b).
Esimerkki 2.22

m 2.3.3 Odotusarvo ja varianssi

Maiiritelmad 2.10 Jatkuvan satunnaismuuttujan X odotusarvo on
EX) = f;xf(x) dx,
jos [7 |x| f(x)dx < co.m

Esimerkki 2.23
Diskreettien satunnaismuuttujien kohdalla esitetty varianssin méadritelmé patee myds jatkuville

satunnaismuuttujille:

Maiiritelmad 2.11 Satunnaismuuttujan X varianssi on

Var(X) = E[(X - p)?|.

Lauseiden 2.2, 2.3 ja 2.4 tapaan voidaan osoittaa seuraavat tulokset:

Lause 2.14
) E[gX)] = [T g(x) fx) dx, jos [ |g(x)| f(x)dx < co.
b) Var(X) = E(X?) - 12

¢)E@+bX)=a+bEX).

d) Var(a + b X) = b? Var(X).
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Varianssi voidaan siis laskea joko méédritelmén 2.11 tai lauseen 2.14 b-kohdan avulla:
2= w? fx) dx,
f:oxz fx)dx — .

Jalkimmadinen tapa on yleensd mukavampi.
Esimerkki 2.24

Var(X) = {

Lause 2.15 Jos X saa ei-negatiivisia arvoja, niin
EX) = [°[1- F()ldx,
E(X?) = 2 [°x[1 - Fx)l dx.

m 2.3.4 Moodi, mediaani ja kvantiili

Odotusarvo u = E(X) on kédytetyin satunnaismuuttujan sijaintia ilmaiseva tunnusluku. Sijaintia

voidaan mitata muillakin tunnusluvuilla.

Maiiritelma 2.12 Diskreetin satunnaismuuttujan moodi on se k:n arvo (tai ne k:n arvot), jossa
(tai joissa) todennadkoisyysfunktio p(k) saa maksimiarvon.

Jatkuvan satunnaismuuttujan moodi on se x:n arvo (tai ne x:n arvot), jossa (tai joissa) tiheysfunk—

tio f(x) saa maksimiarvon. m

Moodia voidaan sanoa satunnaismuuttujan todennikoisimmaksi arvoksi. Jatkuvan satunnaismuut-
tujan kunkin arvon todennikoisyys on kylldkin nolla, mutta moodin ympérilld on
“todenndkdisyysmassaa” eniten.

Esimerkki 2.25

Maiiritelma 2.13 Diskreetin satunnaismuuttujan mediaani on se k:n arvo (tai ne k:n arvot), jossa
(tai joissa) jakaumafunktio F(x) toteuttaa F(k — 1) < % < F(k).
Jatkuvan satunnaismuuttujan mediaani on se x:n arvo (tai ne x:n arvot), jossa (tai joissa) jakau-

N | =

mafunktio toteuttaa F(x) =

Mediaani jakaa populaation kahteen yhtd suureen osaan: mediaanin ala- ja yldpuolella on puolet
populaatiosta.
Esimerkki 2.26

Maiiritelma 2.14 Diskreetin satunnaismuuttujan p-kvantiili on se k:n arvo (tai ne k:n arvot),
jossa (tai joissa) jakaumafunktio F(x) toteuttaa F(k — 1) < p < F(k).

Jatkuvan satunnaismuuttujan p-kvantiili on se x:n arvo (tai ne x:n arvot), jossa (tai joissa)

jakaumafunktio toteuttaa F(x) = p. m

Huomataan, etta E—kvantnh on mediaani.
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2.4 Normaalijakauma

m 2.4.1 Standardoitu normaalijakauma

Lause 2.16 Jos satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

1 2
P(x) = e 2", —00o<x < oo,

Var

niin sanotaan, ettd X:114 on standardoitu normaalijakauma; merkitdan X ~ N(0O, 1). Talléin
EX)=0, Var(X)=1.

Jakaumafunktiota merkitdan

1
DO(x) = Efmeﬁtzdt, —00 < X < 00.

On voimassa
O(—x) =1 - D(x).

Seuraavassa kuvassa on standardoidun normaalijakauman tiheys-ja jakaumafunktio.

0.398 1f

-3 3 -3 3

Huomataan, ettd tiheysfunktio ¢(x) on symmetrinen origon suhteen ja ettd vilin (-3, 3)
ulkopuolella on hyvin vidhan todenndkaisyytta.

Standardoidun normaalijakauman jakaumafunktiota ei voida ilmaista alkeisfunktioiden avulla.
Tamén johdosta jakaumafunktion arvoja on taulukoitu; yksi taulukko on timén monisteen lopussa.
Taulukoista saadaan yleensd todenndkoisyyksid ®(x) = P(X < x), kun x on positiivinen. Negati-
ivisilla x:n arvoilla voidaan kayttdad lauseen 2.16 kaavaa ®(—x) = 1 — ®(x).

Esimerkki 2.27

m 2.4.2 Yileinen normaalijakauma

Lause 2.17 Jos Y ~ N(0, 1), niin sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X = y+ o Y, missd o > 0,

on normaalijakauma (eli Gaussin jakauma) N(,u, 0'2). T&lloin

F(X)=<I>(%), flx) = m/127 «3_]5(%”), —00 < X < 00,

E(X) = u, Var(X) = 2.

Huomaa, ettd tallda kurssilla normaalijakauman N (,u, 0'2) toinen parametri on varianssi o2 (siis ei

hajonta o, kuten on esim. MAOL-taulukossa).
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Seuraavissa kuvissa on normaalijakauman Ni (O, 0'2) tiheys- ja jakaumafunktio, kun o = i, %, 1,2,
ja4.

1 =T

-6 -4 -2 2 4 6

Jos X ~ N(y, 0'2), niin lauseen 2.17 mukaan todennékoéisyyksid voidaan laskea standardoidun

normaalijakauman jakaumafunktion ®(x) avulla kaavasta

P(X < x) = @(%).

Tahan kaavaan voidaan pédtyd myos toteamalla, ettd yhtidlon X = y+ 0 Y mukaan Y = XU;” Nain

ollen X(Tl ~ N(0, 1), joten

P(sz):P[X_# < x_#)=q>(x_ﬂ).

o (o
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Koska E(X(r;”) =0 ja Var(X(Tl) =1, niin satunnaismuuttujaa X(T;” sanotaan standardoiduksi satunnais-
muuttujaksi.
Esimerkki 2.28

Lause 2.18 Jos X ~ N(,u, 0'2), niin
Pu-1960 <X < u+1960) =0.95,
P(u—-2580 <X <u+2580)=0.99,
P(u-3290 < X <u+3290) =0.999.

Lauseen 2.18 mukaisia vilejd u—ao < X < y+ao sanotaan satunnaismuuttujan X [uotta-
musvdleiksi. Lauseessa on annettu 95:n, 99:n ja 99.9:n prosentin luottamusvilit (ne on mainittu myos
todenndkoisyyslaskennan kaavakokoelmassa). Huomataan esimerkiksi, ettd jos X ~ N(,u, 0'2), niin
noin 95 % tapauksista on vélill, joka ulottuu kahden hajonnan verran odotusarvosta vasemmalle ja
kahden hajonnan verran odotusarvosta oikealle. Jos odotusarvosta menndan noin kolmen hajonnan
verran vasemmalle ja oikealle, niin t&lla vililld on jo 1dhes kaikki tapaukset. Koska odotusarvo p on
luottamusvilien keskipisteessd, niin vilit ovat ns. odotusarvokeskisii valeja.

Esimerkki 2.29 Raskauden kestolla X on likimain jakauma N (266, 162).

Normaalijakaumaa kéytti ensin ranskalainen matemaatikko Abraham DeMoivre vuonna 1733,
kun hén laski rahanheittoon liittyvid todennédkéisyyksid; han kutsui tiheysfunktiota eksponenti-
aaliseksi kellomuotoiseksi funktioksi.

Vuonna 1809 saksalainen matemaatikko Karl Fridrich Gauss kéytti normaalijakaumaa, kun hén
ennusti havaintojen perusteella astronomisten kohteiden paikkoja; pian tdmén jilkeen jakaumaa
ruvettiin kutsumaan Gaussin jakaumaksi.

Koska huomattiin, ettd monet havaintoaineistot noudattivat Gaussin jakaumaa, alettiin ajatella,
ettd tdmd jakauma on ikddn kuin “normaali” havaintojen jakauma. Témén johdosta, varsinkin
brittildisen tilastotieteilijan Karl Pearsonin vaikutuksesta, jakaumaa alettiin kutsua normaalijakau-

maksi.

= 2.4.3 Summan odotusarvo ja varianssi

Téamén pykéldn ja myods kolmen seuraavan pykéldn asia kuuluu kurssiin Todenndkdisyys-
laskenta II, jossa perehdytddn satunnaisvektoreihin. Né&itd asioita tarkastellaan kuitenkin myds talla
kurssilla, koska ne ovat hyvin tirkeitd ja myos melko helppo omaksua ilman perehtymistd satun-
naisvektoreiden teoriaan.

Seuraavassa tullaan tarvitsemaan satunnaismuuttujien rijppumattomuuden kasitettd. Riippumatto-
muus madritellddn matemaattisesti kurssilla Todenndkéisyyslaskenta II, mutta télld kurssilla
riittdnee todeta, satunnaismuuttujat ovat riippumattomat, jos niilld ei ole vaikutusta toistensa
saamiin arvoihin. Jos esimerkiksi X on ensimmaéisen nopan tulos ja Y toisen nopan tulos, niin X ja Y

ovat riippumattomat.



40
Satunnaismuuttujien summa ja aritmeettinen keskiarvo

S, =X1+...+X,,

o 1
X,=—X1+...+ X))
n

ovat tdrkeitd satunnaismuuttujia. Summan odotusarvo ja varianssi voidaan laskea seuraavan

lauseen avulla.

Lause 2.19

D ESy) = 5 EX).
i=1

n
b) Var(S,) = 3 Var(X;), jos satunnaismuuttujat Xy, ..., X, ovat riippumattomat.
i=1

Huomaa, ettd odotusarvoa koskeva kaava pétee, vaikka satunnaismuuttujat olisivat riippuvia.

Seuraus 2.1 Jos satunnaismuuttujat X, ..., X, ovat riippumattomat ja niilldi on sama
odotusarvo y ja sama varianssi 0%, niin

a) E(S,) = npu, Var(S,) = no?.
b EX,) = p, Var(X,) = .

On ylldttavad, ettd odotusarvon ja varianssin lisdksi tiedetddn (tietyin edellytyksin) summan
likim&ardinen jakaumakin, vaikka summattavien jakauma olisi tuntematon. Voidaan nimittdin
osoittaa, ettd riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien summalla on

likimé&arin normaalijakauma, jos summattavia on paljon. Tdmd on ns. keskeinen raja-arvolause.

m 2.4.4 Keskeinen raja-arvolause

Lause 2.20 (Keskeinen raja-arvolause) Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X;, i = 1, 2, ..., ovat
riippumattomat ja samoin jakautuneet ja ettd E(X;) = p ja Var(X;) = o>. Silloin suurilla n:n
arvoilla

a) S,:114 on likimain N(n wn 0'2)—jakauma;

b) X,,:114 likimain N| (y, %)—jakauma.

Sanotaan myds, ettd S, ja X,, ovat asymptoottisesti normaalisti jakautuneet, ja merkitdan

2

o o
a~Ammeﬂ,m~AmPﬁﬁ.
n

Seurauksen 2.1 perusteella S,:n ja X,;:n likimdaraisten normaalijakaumien parametrit ovat selvit,
mutta lauseen uutuus on siis se, ettd kyseessd on likiméédrdinen normaalijakauma. Likimé&ardisid
todennékdisyyksid voidaan siis laskea seuraavasti:

X—p

O ————|.
N

X—npu _
m&smz% ),ﬂ&s@z
n o
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Esimerkki 2.30 Noppaa heitetddn 100 kertaa. Olkoon X; innen heiton tulos ja

S100 = X1 + ... + Xjqo silméalukujen summa.

Voidaan osoittaa, etté jos satunnaismuuttujilla X; on N(y, 0?)-jakauma, i = 1, ..., n, niin satunnais-
— 2
muuttujilla S, ja X,, on tarkat normaalijakaumat N(n y, n 0'2) ja N(p, %)

m 2.4.5 Jatkuvuuskorjaus

Keskeinen raja-arvolause antaa summan todennéikéisyydelle likiarvon

X—-nu
P(S, <x)~® i
n o

kun 7 on suuri. Jos kuitenkin satunnaismuuttujat X; ovat diskreettejd, niin tdtd todenndkdisyyden
approksimaatiota voidaan hiukan parantaa ns. jatkuvuuskorjauksella.

Seuraavassa kuvassa on esitetty erddn diskreetin satunnaismuuttujan X todennéakdoisyysfunktio
pylvdskuviona. Kunkin pylvédan korkeus on todennékdisyys, ettd X saa vastaavan kokonaislukuar-
von. Koska pylvaiden leveys on yksi, niin myos pylvddn pinta-ala on todennikéisyys, ettd X saa
vastaavan kokonaislukuarvon. Todennikéisyys P(X < k) saadaan siis laskemalla vastaavien pylvai-

den pinta-alojen summa.

)l

_,zs:

k

Kuvaan on piirretty my0s sellaisen normaalijakauman tiheysfunktio, joka approksimoi X:n
diskreettid jakaumaa. Jos lasketaan P(X < k) timdn normaalijakauman avulla, niin tulee lasketuksi
tiheysfunktion ja x-akselin vilisen alueen pinta-ala pisteestd k vasemmalle. Huomataan, ettd talloin
tapauksen X =k todenndkdisyydestd eli tdhan tapaukseen liittyvdn pylvdan pinta-alasta tulee
otetuksi mukaan vain noin puolet. Téastd syystd kannattakin laskea tapauksen X < k + 0.5 toden-
nakoisyys. Tatd menettelyd kutsutaan jatkuvuuskorjaukseksi. Siind korjataan se pieni virhe, joka
syntyy, kun diskreettid jakaumaa approksimoidaan jatkuvalla normaalijakaumalla.

Jos satunnaismuuttujat X; ovat diskreettejd, niin myos S, on diskreetti, joten kun lasketaan

S,:dén liittyvid todenndkoisyyksid, kannattaa kdyttdd jatkuvuuskorjausta:
k+05-npu
P, < k) ~ o ———|.

n o

Samaan tapaan

[+05-nu k—-05-npu
Pk=<S,<I)~® —- .

Vn o Vi o
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Esimerkki 2.31 Tarkastellaan uudestaan esimerkkia 2.30.
Esimerkki 2.32 Uudelle asuinalueelle suunnitellaan asuntoja tuhannelle perheelle. Kussakin
perheessd on 0, 1, 2 tai 3 lasta todennékoisyyksin 0.35, 0.45, 0.15 ja 0.05. Tarkastellaan lasten yhteis-

mddrdd. Olkoon X; i:nnen perheen lasten lukumaara.

m 2.4.6 Jakaumien approksimointi

Keskeisen raja-arvolauseen avulla voidaan useille jakaumille johtaa normaalijakauma-approksi-

maatiot. Seuraavassa lauseessa on tulokset binomi- ja Poisson-jakaumalle.

Lause 2.21 a) Jos X ~ Bin(n, p), niin X ~ AsN(n p, np g), jos n on suuri.
b) Jos X ~ Po(4), niin X ~ AsN(A, A), jos A on suuri.

Normaalijakauma-approksimaatio on yleensa riittdvan tarkka binomijakaumalle, jos npq = 10,
ja Poisson-jakaumalle, jos A > 15.

Esimerkki 2.33 Noppaa heitetddn 100 kertaa. Olkoon X kuutosten lukumééra.

Esimerkki 2.34 Olkoon X tietyn tyyppisten onnettomuuksien lukumaééré tietylld alueella tiet-

tylla aikavalilla.

2.5 Muita jatkuvia jakaumia

m 2.5.1 Tasainen jakauma

Lause 2.22 Jos satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

0 X <a,
1
fx) = - a<x< b,
0 x=b,
missd a < b, niin sanotaan, ettd X:114 on fasainen jakauma vililla (a, b); merkitddn X ~ U(a, D).
Talloin
0 x<a,
Foo =] ™ a<x<b EX)= vareo= Y
) =93 , ()—2, ar(X) = o
1 x =D,
Seuraavassa kuvassa on tiheys- ja jakaumafunktio:
1 1
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Tasaisen jakauman nimitys tulee siitd, ettd tiheysfunktio on vakio eli tasainen vililld (a, b). Kuten
esimerkissd 2.28 todettiin, voidaan vélien todenndkoisyyksid laskea janojen pituuksien suhteina:
Pe=X=d)= Z%;, jos a < ¢ <d <b. Téstd johtuu, ettd tasaisella jakaumalla on se ainutlaatuinen

ominaisuus, ettd X saa arvon tietyltd vililtd yhtd suurella todennékoisyydelld kuin miltd tahansa
saman pituiselta vililtd. Sanotaan my®os, ettd X saa arvoja satunnaisesti vlilta (a, b).
Esimerkki 2.35 Bussi kulkee tietyn pysdkin kautta 10 minuutin vélein. Oletetaan, ettd opiskelija

saapuu pysaikille satunnaisena hetkeni. Olkoon X odotusaika, ennen kuin bussi saaapuu.

m 2.5.2 Eksponenttijakauma

Lause 2.23 Jos satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

0 x =<0,
f<x>={

Ae™™* x>0,
missd A > 0, niin sanotaan, ettd X:1ld on eksponenttijakauma parametrilld A; merkitaan X ~ Exp(d).
Tallin

0 X< 1 1
FO=11_ 4o FX=3 VarX =

4

Seuraavassa kuvassa on tyypillinen eksponenttijakauman tiheys- ja jakaumafunktio:

A 1

Esimerkki 2.36 Olkoon X tietyn komponentin elinikd; oletetaan, ettd X ~ Exp(1). Tiedetddn, ettd
komponentin keskimé&ardinen elinikd on 1000.

Esimerkki 2.37 Radioaktiivisen isotoopin (esim. strontium 90) atomit pysyvit vakaina satun-
naisen ajan, jonka jilkeen ne hajoavat (muuttuvat joksikin toisenlaiseksi atomiksi) ja 1dhettavat
samalla séteilyd tai partikkeleita. Tallaisen atomin elinaikaa T (eli aikaa ennen hajoamista) voidaan
kuvata Exp())-jakaumalla; parametrid A sanotaan isotoopin hajoamisnopeudeksi. Radioaktiivisen
isotoopin puoliintumisaika h on se aika, jonka kuluessa puolet isotoopeista on hajonnut, eli se aika,

jonka atomi korkeintaan eld4 tn:114 1/ 2.

Lause 2.24 Eksponenttijakaumalla on ns. muistittomuusominaisuus:

PX >t+h|X >t =PX > h).
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Muistittomuusominaisuus on havainnollista tulkita laitteen elinidn avulla. Oletetaan siis, ettd
laitteen elinidlld X on eksponenttijakauma. Jos laite on kestényt hetkeen t saakka (X > ), niin
todenndkoisyys, ettd laite kestdd vield ainakin h aikayksikkod (X > t+h), on sama kuin toden-
nakoisyys, ettd uusi laite kestdd ainakin h aikayksikkod (X > h). Tieto nykyisesté elinajasta ei siis
anna mitddn informaatiota jéljelld olevasta elinajasta. Tama merkitsee, ettd laite ei kulu tai vanhene
kdyton mukana: kdytossd ollut laite on yhtd hyvéa kuin uusi laite. Laite ei tavallaan “muista” sitd,
ettd se on jo ollut kdytossa. Talloin laitteen jéljelld olevaan elinaikaan eivat vaikuta laitteen sisdiset
seikat (koska laite ei vanhene) eikd se, kuinka kauan laite on jo ollut toiminnassa, vaan ulkoiset
seikat: laite rikkoontuu, kun sen kiyttGympéristossa tapahtuu riittdvan suuri (laitteen kestokyvyn
ylittava) héirio (esim. janitepiikki).

Eksponenttijakauma on ainoa ei-negatiivinen, jatkuva jakauma, jolla on muistittomuusomi-
naisuus.

Eksponenttijakaumaa kéytetddn usein approksimoimaan mm. seuraavien satunnaismuuttujien
jakaumaa: laitteen eliniké, rikkoontuneen laitteen korjausaika, asiakkaiden saapumisten vélinen

aika jonosysteemissé, asiakkaan palveluaika.
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3 Tilastotiedetta

3.1 Jakauman parametrien estimointi

m 3.1.1 Momenttimenetelma

Toisinaan tiedetddn, ettd jollain satunnaismuuttujalla on (ainakin likimain) tietty jakauma mutta
tdman jakauman parametrit ovat tuntemattomia. Parametrit voidaan arvioida eli estimoida, jos on
kéytettdvissd satunnaismuuttujan arvoja eli havaintoja. Yleisimmin kéytetyt estimointimenetelmit
ovat momenttimenetelma ja suurimman uskottavuuden menetelma.

Tarkastellaan esimerkking tiettyd ihmispopulaatiota. Téssd populaatiossa ihmisten pituus on
satunnaismuuttuja X, jolla on tietty N(u, 0?)-jakauma. Ollaan kiinnostuneita estimoimaan jakau-
massa esiintyvit parametrit u ja 0. Sitd varten valitaan populaatiosta 1 satunnaista ihmisti ja
mitataan heiddn pituutensa. Olkoon X; i:nnen ihmisen pituus; X; on satunnaismuuttuja, jolla on
sama jakauma kuin muuttujalla X. Kun mittaus on tehty, on satunnaismuuttujalle X; saatu arvo x;.
Téllaista riipumattomien, samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien joukkoa {Xj, ..., X,} sanotaan

satunnaisotokseksi.

Mairitelma 3.1 Satunnaismuuttujien joukko {Xj, ..., X,,} on satunnaisotos jakaumafunktiosta

F(x), jos satunnaismuuttujat ovat riippumattomat ja kunkin jakaumafunktio on F(x). m

Lyhyemmin sanotaan, ettd {Xj, ..., X,,} on satunnaisotos, jos satunnaismuuttujat ovat riippumat-

tomat ja samoin jakautuneet.
Kuten pykildssd 2.3.4 todettiin, sanotaa odotusarvoa E(Xk) satunnaismuuttujan X kmnneksi

momentiksi. Myds satunnaisotoksesta voidaan laskea momentteja; k:s otosmomentti on

1 n
M, = — ZX/‘.
iz

Ensimmaista otosmomenttia on tapana merkitd X:lla: M{ = X. Otosmomentit M, ovat satunnais-
muuttujia. Otosmomentin laskettua arvoa merkitdan m;, = % >, x¥; laskettu arvo on luku.

Ns. momenttimenetelmd perustuu siihen, ettd momenttien E(Xk) lasketut lausekkeet sisiltavat
jakauman parametreja ja momentteja voidaan estimoida otosmomenteilla M;. Menetelmassa
merkitddn momentteja ja otosmomentteja yhtd suuriksi niin paljon, ettd saadaan riittdvd méaara
yhtiloits, joista jakauman parametrit voidaan ratkaista. Ratkaisua pidetddn parametrien estimaattor-
eina. Estimaattori on satunnaismuuttuja, koska se sisdltdd otosmomentteja, jotka ovat satunnais-
muuttujia. Kun estimaattorin arvo lasketaan tietyille havainnoille, saadaan tietty luku, jota sano-
taan estimaatiksi.

Jos jakaumalla on vain yksi parametri, niin momenttimenetelmaéssa tarvitaan vain yksi yhtalo:
E(X) = X; tdstd yhtdlostd ratkaistaan parametri. Jos jakaumalla on kaksi parametria, niin ne
ratkaistaan yhtdlsistd E(X) = X ja E(X?) = Mj.

Esimerkki 3.1
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m 3.1.2 Suurimman uskottavuuden menetelma 1

Tarkastellaan diskreettid satunnaismuuttujaa X, jonka todennékéisyysfunktio on p(k) = P(X = k).
Satunnaismuuttujasta on kiytettdvissd n riippumatonta havaintoa Xj, ..., X, joiden arvot ovat ky,
..oy ky. Nyt P(X; = k;) = p(k;) ja havaintojen riippumattomuuden vuoksi P(X; = ky, ..., X, = k,) =
p(k1) - - - p(k,). Tdma& lauseke on satunnaismuuttujan X jakauman parametrien 6 = {6}, ..., 6,} tietty

lauseke. Sitd sanotaan uskottavuusfunktioksi (likelihood function) ja merkitdan L(6):

L(O) = p(k1) - - - p(ky).

Suurimman uskottavuuden menetelmdssd etsitddn sellaiset parametrien arvot, ettd uskottavuusfunk-
tio saa niilld arvoilla suurimman arvonsa. Menetelmaéssa siis etsitddn sellaiset parametrien arvot,
ettd todennikdoisyys P(X; = ky, ..., X, = k,,) saada juuri ne havainnot kj, ..., k,, jotka on saatu, on
mahdollisimman suuri, ts. menetelméssa etsitddn se (annettua muotoa oleva) jakauma, joka toden-
nikoisimmin antaa ne havainnot, jotka on saatu.

Uskottavuusfunktio L(#) maksimoituu samoilla parametrien arvoilla kuin ns. logaritminen
uskottavuusfunktio 1(6) = In L(6):

n
10) = > Inp(k).
i=1
Koska funktion /(#) maksimointi on usein helpompaa kuin funktion L(#) maksimointi, niin usein
kéytetdankin logaritmista uskottavuusfunktiota.
Esimerkki 3.2
Esimerkki 3.3

m 3.1.3 Suurimman uskottavuuden menetelma 2

Tarkastellaan sitten jatkuvaa satunnaismuuttujaa X, jonka tiheysfunktio on f(x). Satunnaismuut-
tujasta on kéytettdvissd n riippumatonta havaintoa Xj, ..., X, joiden arvot ovat x1, ..., X,.
Tiheysfunktion arvojen tulo f(x1)-- - f(x,) on satunnaismuuttujan X jakauman parametrien

0 = {6y, ..., 0,} tietty lauseke. Sitd sanotaan uskottavuusfunktioksi ja merkitaan L(6):

L(O) = f(x1)- - - f(xn).
Suurimman uskottavuuden menetelmaéssa etsitddn sellaiset parametrien arvot, ettd uskottavuus-

funktio saa niilld arvoilla suurimman arvonsa. Usein maksimoidaan logaritminen uskottavuusfunk-

tio:
1®) = ) In f(x).
i=1
Esimerkki 3.4

Esimerkki 3.5
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m 3.1.4 Yksinkertainen lineaarinen regressio

Esimerkki 3.6 Kun mitattiin tietyn heindsirkkalajin siritystd 15:ssd eri lampétilassa, saatiin

seuraavat tulokset:

Lampdotila | 20.8 209 22. 24. 246 264 27. 27. 27.8 28.1 285 28.6 29.1 314 34.1
Frekvenssi | 154 14.7 16. 155 144 15. 16. 171 17.1 172 162 17. 184 20. 198

Frekvenssi tarkoittaa vardhdystd sekunnisssa. Piirretddn havainnot:

Frekvenssi
20} ° °

18}
16F . .« v
14}

12

. . . ; ; ; Lampotila

22 24 26 28 30 32
Mitd korkeampi lampétila, sen suurempi frekvenssi. Riippuvuus néyttdisi olevan likimain
lineaarista. Olkoon x ldmpétila ja Y frekvenssi. Etsitddn muotoa Y = a + b x oleva funktio, joka
kuvaa frekvenssin riippuvuutta lampétilasta. =

Kun tietty muuttuja x sai arvot x, ..., x,, niin tietty toinen muuttuja Y sai arvot yj, ..., y,. Sano-
taan, ettd x on ns. riippumaton muuttuja tai selittdvd muuttuja ja Y ns. riippuva muuttuja tai
selitettdivd muuttuja. Muuttujien vélille halutaan etsid muotoa Y = a + bx + € oleva malli. Tata
mallia sanotaan yksikertaiseksi lineaariseksi regressiomalliksi. Téssd € kuvaa riippuvan muuttujan
satunnaista vaihtelua; oletetaan, etti € ~ N(O, 0'2). Parametrit a, b ja o2 ovat tuntemattomia. Tavoit-
teena on etsid parametreille sellaiset estimaatit, ettd ndin saatu estimoitu malli kuvaa havaintoja

mahdollisimman hyvin.

Merkitddn
12 12 12 — 1Z
— — — 2 2 ~ A T
X = - Xi, Y= — Yi, xy:—Zx,-yi, X = - Xi, yi=a+bxi.
iz iz iz iz

Lause 3.1 MallinY =a+bx+¢ €~ N| (0, 0'2), parametrien 4, b ja 02 suurimman uskottavuu-

den estimaatit ovat

Lauseen mukaisia suurimman uskottavuuden estimaatteja sanotaan my®&s pienimmin nelidsum-

man estimaateiksi, koska niihin voidaan paédtyd myos minimoimalla nelissumma Y7, (y; —a — b x;)*.
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Esimerkki 3.7 Lasketaan regressiomallin Y = a + b x + € suurimman uskottavuuden estimaatit

edellisen esimerkin havaintoaineistolle.

Frekvenssi
20} .

18

16

14

12

. . . . . . . Lampétila
22 24 26 28 30 32 34

3.2 Odotusarvon ja varianssin estimointi

m 3.2.1 Otoskeskiarvo ja otosvarianssi

Olkoon {Xj, ..., X,} satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on u ja varianssi 0. Osoittau-
tuu, ettd p voidaan estimoida ns. otoskeskiarvon (eli ensimmaisen momentin) avulla ja o2 ns.

otosvarianssin avulla.

Mairitelma 3.2 Satunnaisotoksen {Xj, ..., X,,} ofoskeskiarvo on

X=13x

2 |-
INSE

ja otosvarianssi on

Sanotaan, ettd otoskeskiarvo X on odotusarvon 4 estimaattori. Kun otoskeskiarvo lasketaan
L . _ 1 s . s
tietyille havainnolle x;, saadaan ¥ = — 2it1 X;; tatd sanotaan odotusarvon estimaatiksi.
Otosvarianssi S? on varianssin o estimaattori. Kun otosvarianssi lasketaan tietyille havainnolle

x;, saadaan s> = — (- X)%; titd sanotaan varianssin estimaatiksi.
e

Pykélédssa 3.2.2 osoitetaan seuraavan lauseen avulla, ettd otoskeskiarvo ja otosvarianssi ovat

populaation odotusarvon ja varianssin hyvii estimaattoreita. Madritellddn k:s keskusmomentti

e = E[(X - u)k]. Toinen keskusmomentti on sama kuin varianssi: u, = o>.

Lause 3.2 Jos {Xj, ..., X,} on satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on y, varianssi o2

ja neljas keskusmomentti 4, niin

WE®) = p, VarX) = =

b) E(S2) =02, Var(S2) = ':1—4 + n(3n_—”1) (0'2)2.
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m 3.2.2 Harhattomuus ja tarkentuvuus

Parametrin estimaattori (niin kuin otoskeskiarvo tai otosvarianssi) on yleisesti jokin havaintojen
X; lauseke ja siis satunnaismuuttuja. Jos siis satunnaisotoksia otetaan useita, niin joka kerta saadaan
satunnaisuuden vuoksi hiukan erilaisia tuloksia. Estimaattorilla on satunnaismuuttujana myo6s
jokin jakauma. Voidaan sanoa, ettd parametrin estimaattori on sitd parempi, mitd paremmin esti-
maattorin jakauma keskittyy estimoitavan parametrin ympadrille; tdlloin nimittdin estimaattori saa
suurella todennikoisyydelld arvon, joka on ldhelld parametria. Estimaattorin hyvyyttd voidaan

tarkastella estimaattorin odotusarvon ja varianssin avulla:
¢ Jos estimaattorin odotusarvo olisi parametrin arvo, niin silloin estimaattorin jakauma olisi

juuri oikealla kohdalla, joten estimaattori saisi arvoja parametrin ympirilta.

* Jos vield estimaattorin varianssi olisi pieni, niin silloin estimaattorin jakauma olisi hyvin
keskittynyt odotusarvon ympirille, joten estimaattori saisi suurella todenndkéisyydelld arvon

liheltd parametria.

Seuraava médaritelma antaa estimaattorille kaksi hyvaa ominaisuutta.

Miiritelma 3.3 Parametrin 6 estimaattori 8 on harhaton, jos E(@) = 0, ja tarkentuva, jos

Var(@) -0, kunn - co. =

Harhattomuus takaa, ettd estimaattoriin ei liity systemaattista virhettd eli harhaa. Tarkentuvuus
takaa, ettd mitd enemmén meilld on havaintoja, sen suurempi on todenndkoisyys, ettd estimaattori
saa arvon laheltd parametria; estimaattori télla tavoin tarkentuu kohti parametria, kun otoskoko
kasvaa. (Tarkentuvuus mééritellddn oikeastaan yleisemmin niin, ettd estimaattori suppenee toden-
nakoisyysmielessd kohti parametria, mutta tdlld kurssilla riittdnee ylld oleva yksinkertaisempi
madaritelma.)

Seuraava tulos osoittaa, ettd otoskeskiarvo ja otosvarianssi todellakin ovat populaation odotusar-

von ja varianssin hyvia estimaattoreita.

Seuraus 3.1 a) Otoskeskiarvo X on populaation odotusarvon u harhaton ja tarkentuva
estimaattori.

b) Otosvarianssi S? on populaation varianssin o> harhaton ja tarkentuva estimaattori.

Esimerkki 3.8 Tehdddn n riippumatonta koetta. Kukin koe onnistuu todennékéisyydelld p.
Oletetaan, ettd saatiin k kappaletta onnistuneita kokeita.
Seuraava lause antaa mahdollisuuden maérittda sellainen otoskoko n, ettd otoskeskiarvo toteut-

taa annetun tarkkuusvaatimuksen | X, —p | < a annetulla todenndkéisyydelld p.

Lause 3.3 Jos {Xj, ..., X;;} on satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on y ja varianssi

o2, niin P (| X, — | < a) = p, jos n toteuttaa ehdon @(@) = 1%

Esimerkki 3.9 Halutaan estimoida ihmisten pituuden odotusarvoa u sellaisella otoskeskiarvolla,

joka poikkeaa u:std korkeintaan a:n verran todenndkéisyydelld 0.95.
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3.3 Luottamusvalit

m 3.3.1 Odotusarvon luottamusvali 1

Olkoon {Xj, ..., X,,} satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo u ja varianssi o? ovat tun-
temattomia. Estimoidaan p otoskeskiarvolla X ja varianssi o otosvarianssilla S?. Pykalassa 3.2.2
todettiin, ettd X on u:n hyvé estimaattori. Satunnaismuuttujaa X sanotaan my®s p:n piste-estimaat-
toriksi, koska tdma estimaattori on yksi luku eli piste.

Koska estimaattori X on satunnaismuuttuja, sen arvo vaihtelee otoksesta toiseen. Jos otettaisiin
useita otoksia ja kustakin laskettaisiin otoskeskiarvo ¥, saataisiin késitys siitd, missé rajoissa X
vaihtelee. Se auttaisi paattelemddn, mikd voisi olla w:n todellinen arvo. Tavallisesti on kuitenkin
kdytettavissa vain yksi otos. Osoittautuu, ettd senkin avulla saadaan piste-estimaatin lisédksi myds
informaatiota siitd, milld vélilla todellinen y sijaitsee suurella todenndkéisyydella.

Seuraavassa onkin tavoitteena etsid sellainen vili (¢, d), ettd u on tdlld vililld todenndkoisyydelld
«. Tallaista valid sanotaan pmn 100 o prosentin luottamusviliksi (confidence interval). Luottamusvélin
laskemista sanotaan my®os vdliestimoinniksi erotukseksi piste-estimoinnista. Yleisimmin lasketaan
95:n, 99:n ja 99.9:n prosentin luottamusvilejd. Seuraava lause antaa likiméarisen 95 %:n luotta-
musvilin, mutta samaan tapaan saadaan muita vilejd. Jos esimerkiksi halutaan laskea 99:n tai
99.9:n prosentin luottamusviili, niin lauseen kaavassa oleva luku 1.96 vain korvataan luvulla 2.58
tai 3.29.

Lause 3.4 Odotusarvon u likimédédrdinen 95 prosentin luottamusvili suurilla n:n arvoilla on

<~ S <~ S
P(X— 196 = < <X +19 ﬁ) ~ 0.95.

Esimerkki 3.10 Oletetaan, ettd kun saatiin 100 havaintoa, niin ¥ = 54.07 ja s = 83.40.

m 3.3.2 Odotusarvon luottamusvali 2

Lauseessa 3.4 jouduttiin o korvaamaan estimaatillaan s, ja talléin kaavan tarkkuus heikkenee.

Tarkempi luottamusvili saadaan ns. t-jakauman avulla seuraavasti.

Lause 3.5 Jos otos on normaalijakaumasta, niin w:n 100 (1 — @) prosentin luottamusviéli on

> )zl—a.

— S J—
P(X - tn—l;a/Z — <u< X+ tn—l;(z/2 ﬁ

Vi

Téssd t,-1,42 Oon t(n — 1)-jakauman 100 % prosentin kriittinen arvo eli sellainen arvo, ettd t(n — 1)-
jakautunut satunnaismuuttuja saa sitd suuremman arvon todennikéisyydelld % Téllaisia kriittisid

arvoja on taulukoitu eri n:n ja a:n arvoille; yksi taulukko on todennékdisyyslaskennan kaavakokoel-
massa. Taulukon mukaan on esimerkiksi ty9 910 = 1.325, mika siis tarkoittaa, ettd jos T ~ #(20), niin
P(T > 1.325) = 0.10. Jos T ~ #(n), niin sanotaan my®&s, ettd T:1ld on t-jakauma n:1ld vapausasteella
(degrees of freedom, lyh. df). t-jakauman tiheysfunktio on symmetrinen origon suhteen.

Téassd lauseessa oletettiin, ettd havainnot noudattavat normaalijakaumaa. Jos jakauma ei ole

normaali, niin luottamusvailin kaava pétee likiméérin ja sitd paremmin, mitd suurempi on #.
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Voidaan myds osoittaa, ettd t(n)-jakauma ldhestyy standardoitua normaalijakaumaa, kun n
kasvaa, joten jos n on suuri, ei ole juuri merkitystd, kaytetdaanko lauseen 3.5 kaavaa vai lauseen 3.4
kaavaa, joka perustuu normaalijakaumaan.

Esimerkki 3.11 Oletetaan esimerkin 3.10 tapaan, ettd ¥ = 54.07 ja s* = 83.40, mutta oletetaan nyt,

ettd havaintoja on vain 20.

3.4 Hypoteesien testaus

m 3.4.1 Odotusarvon testaus

Esimerkki 3.12 Ohjelman suoritusajalla on ollut normaalijakauma odotusarvolla 50. Ohjelmaa
yritettiin parantaa, ja sen jilkeen havaittiin, ettd sadan testiajon keskiarvo oli X = 44 ja varianssi
s? = 900. Voidaanko katsoa, ettd ohjelman suoritusajan odotusarvo on edelleen 50, vai onko
odotusarvo todella pienentynyt?

Testiajojen keskiarvo 44 oli pienempi kuin 50, mutta otoskeskiarvo on satunnaismuuttuja, joka
vaihtelee otoksesta toiseen. Tehtyihin sataan ajoon onkin voinut sattumalta tulla mukaan paljon
poikkeuksellisen pienid aikoja. Vanha odotusarvo 50 voi edelleen olla ldhelld todellista arvoa.
Halutaan tutkia, onko uusi otoskeskiarvo 44 tilastollisesti merkitsevisti pienempi kuin vanha
odotusarvo 50.

Merkitdan po = 50 ja tehdddn seuraavat hypoteesit:

Hy: =50

Hi:pu <50
Hy on ns. nollahypoteesi, jonka mukaan suoritusajan odotusarvossa ei ole tapahtunut muutosta. H;
on ns. vastahypoteesi, jonka mukaan suoritusajan odotusarvo ei endd olekaan p vaan jokin sitd
pienempi arvo. Oletetaan, ettd nollahypoteesi on voimassa, ja tutkitaan, mitd hypoteesista seuraa.
Jos havainnot ndyttdvét olevan ristiriidassa ndiden seurausten kanssa, niin tdiméd antaisi aiheen
olettaa, ettd nollahypoteesi ei olekaan voimassa.

Jos nollahypoteesi on voimassa, niin statistikalla

Y—/10

on t(n —1)-jakauma. Tiedetddn siis, ettd T on esimerkiksi vain todenndkoisyydelld @ = 0.05

T

pienempi kuin —t,_1.4 = —t99.005 =~ —t100;005 = —1.660. Lasketaan T:n arvo:

X — o 44 - 50

BNy

-2.0.
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Tamé on siis pienempi kuin —1.660. Ndin pienen (-2.0) T:n arvon saaminen on harvinaista
(todenndkoisyys on 0.05), jos nollahypoteesi on voimassa. Jos siis tehtéisiin useita sadan ajon testeja
ja jokaisesta testistd laskettaisiin T:n arvo, niin vain noin 5 % lasketuista T:n arvoista olisi pienem-
pid kuin —1.660, jos nollahypoteesi on voimassa. Kun tehtiin yksi sadan ajon testi, niin voidaan
luottaa siihen (varmuus on 95 %), ettd jos nollahypoteesi on voimassa, niin testiajoista laskettu T:n arvo ei
ole pienempi kuin —1.660. Laskettu Tm arvo oli kuitenkin pienempi kuin —1.660. Néin ollen voidaan
suurella varmuudella sanoa, ettd nollahypoteesi ei ole voimassa. Nollahypoteesi voidaan hylata
merkitsevyystasolla 0.05. Vastahypoteesi on todennidkéisempi. Néin ollen ohjelman suoritusaika
ndyttdd pienentyneen tilastollisesti merkitsevésti. Uusi suoritusajan odotusarvo on ldhelld arvoa
X=44.=

Esimerkki 3.13 Ohjelman suoritusajalla on ollut normaalijakauma odotusarvolla 50. Ohjelmaan
tehtiin muutoksia, ja sen jdlkeen havaittiin, ettd sadan testiajon keskiarvo oli ¥ = 54 ja varianssi
s? = 900. Voidaanko katsoa, ettd ohjelman suoritusajan odotusarvo on edelleen 50, vai onko
odotusarvo todella suurentunut?

Tehd&an hypoteesit
Hy: p =50
Hyi: > 50
Jos nollahypoteesi on voimassa, niin T-statistika on esimerkiksi vain todennédkéisyydelld a = 0.05
suurempi kuin ¢,_1,4 = f99:0.05 = t100;0.05 = 1.660. Lasketaan T :n arvo:
X — Mo 54 - 50

" s/vn i 30 /100

Tamaé on siis pienempi kuin 1.660. N&in pienen (1.33) T:n arvon saaminen on hyvinkin mahdollista

=1.33.

(todenndkoisyys on 0.95), jos nollahypoteesi on voimassa. Jos siis tehtdisiin useita sadan ajon testeja
ja jokaisesta testistd laskettaisiin T:n arvo, niin noin 95 % lasketuista T:n arvoista olisi pienempia
kuin 1.660, jos nollahypoteesi on voimassa. Nédin ollen havainnot eivit ndytd olevan ristiriidassa
nollahypoteesin kanssa, joten nollahypoteesia ei voida hyldtd merkitsevyystasolla 0.05: ohjelman
suoritusajan odotusarvo on edelleen 50. m

Esimerkki 3.14 Ohjelman suoritusajalla on ollut normaalijakauma odotusarvolla 50. Ohjelmaan
tehtiin muutoksia, ja sen jdlkeen havaittiin, ettd sadan testiajon keskiarvo oli X = 54 ja varianssi
s? = 900. Voidaanko katsoa, ettd ohjelman suoritusajan odotusarvo on edelleen 50, vai onko
odotusarvo muuttunut?

Tehd&an hypoteesit
Ho: =50
Hi:p #50
Jos nollahypoteesi on voimassa, niin T-statistika on esimerkiksi vain todennédkéisyydelld a = 0.05
valin (—t,-1;0/2, th-1;a/2) = (—199;0.025, f99;:0.025) =~ (—1.984, 1.984) ulkopuolella. Lasketaan T:n arvo:

X — o 54 - 50

i s/Vn i 30 / V100

t =1.33.




53

Tamd arvo kuuluu viliin (—1.984, 1.984). T:n arvon 1.33 saaminen on hyvinkin mahdollista
(todenndkoisyys on 0.95), jos nollahypoteesi on voimassa. Jos siis tehtéisiin useita sadan ajon testeja
ja jokaisesta testistd laskettaisiin T:n arvo, niin noin 95 % lasketuista T:n arvoista olisi vélill4
(-1.984, 1.984), jos nollahypoteesi on voimassa. Ndin ollen havainnot eivit ndytd olevan
ristiriidassa nollahypoteesin kanssa, joten nollahypoteesia ei voida hyldtd merkitsevyystasolla 0.05:
ohjelman suoritusajan odotusarvo on edelleen 50. m

Edelliset esimerkit perustelevat seuraavan lauseen.

X—Ho
SV

a) Jos Hy: u < pp, niin Hy voidaan hyldtd merkitsevyystasolla @, jos t < —t,_1;,.

Lause 3.6 Olkoon {Xj, ..., X,,} otos N(u, o?)-jakaumasta, Ho: pt = po ja t =

b) Jos Hy: u > o, niin Hy voidaan hylatd merkitsevyystasolla @, jos t > ;1. 4.

c)Jos Hy: pt # o, niin Hy voidaan hyldtd merkitsevyystasolla @, jos t < —t,_1, a2 tai t > ty_1,4/-

Jos Hy: p < o tai Hy: pu > pp, niin puhutaan yksipuolisesta testistd. Jos Hy: p # o, niin puhutaan
kaksipuolisesta testista.

m 3.4.2 Testauksen virheista

Tilastolliseen testaukseen liittyy aina epdvarmuutta. Ehdottoman varmaa johtopaatosta ei voida

tehdé. Joskus siis tulee vaistamattd tehdyksi virheellinen paétos. Seuraavassa taulukossa on lyhyt

yhteenveto:
Hypoteesi on
oikea vidrd
hyviksytid Oik it Vidrd pdcdtos
yviksytdin ikea pddtds Tyypin II virhe
Hypoteesi
hy it Viidird pdcitos Oik it
atddn
Y Tyypin I virhe tkea padtos

Oikea paétos tehddédn seuraavissa tapauksissa:

* Nollahypoteesi on oikea eikd nollahypoteesia hylata.

e Nollahypoteesi on véira ja nollahypoteesi hylatdan.
Viaidrd paatos tehdadn seuraavissa tapauksissa:

e Nollahypoteesi on oikea mutta nollahypoteesi hyldtdan. Tama on tyypin I virhe.

e Nollahypoteesi on véiri ja mutta nollahypoteesia ei hylata. Tamé on tyypin II virhe.

Jos testauksessa kaytetddn merkitsevyystasoa e, niin tyypin I virhe tehddédn todennédkaisyydelld
. Jos esimerkiksi Ho: u = o ja Hy: u < po, niin Hy hyléatdén, jos t < —t,-1.4. Jos Hy on tosi, niin
kuitenkin todenndkéisyydelld @ on t pienempi kuin —f,_1,,, joten todennékoisyydelld « tulee oikea
nollahypoteesi hylatyksi.

Tyypin II virheen todennikoisyyttd merkitdan usein B:la, ja se voidaan laskea kullekin testille
erikseen. Lukua 1 — 8 sanotaan testin voimakkuudeksi. Jos esimerkiksi Hy: p = o ja Hy: ¢t < po, niin
Hy hylatdan, jos t < —t,-1.4. Jos Hy on epétosi, niin ¢ voi silti olla suurempi kuin —#,_1.,, joten

tallaisessa tapauksessa védrd nollahypoteesi ei tule hylatyksi.
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Kummankin virheen todennékéisyys olisi hyvé saada niin pieneksi kuin mahdollista. On
kuitenkin niin, ettd jos tyypin I virheen todennikoisyyttd pienennetdédn valitsemalla pienempi a,
niin tyypin II virheen todennékéisyys kasvaa. Yleisesti kdytetddnkin a:n arvoa 0.05. Se on riittdvan
pieni, jotta tyypin I virheen todenndkéisyys on hyvéksyttdvan pieni, mutta ei kuitenkaan liian
pieni, niin ettd tyypin II virheen todennikéisyyskin pysyy riittdvan pienend. Voidaan kdyttdd myos
a:n arvoja 0.01 ja 0.001, jos halutaan olla erityisen varmoja siitd, ettd oikeaa nollahypoteesia ei
hylata.

Selvisti on niin, ettd kun havaintojen mééra n kasvaa, niin kummankin virhetyypin toden-
ndkoisyys pienenee. Saadaanhan suuremmalla havaintomédarilld tarkempaa ja luotettavampaa

informaatiota populaatiosta.



Todennakoisyyslaskennan kaavoja

Unionin todennikdisyys
P(AUB) = P(A)+P(B)-P(A(B)
n n n-1 n n
P(UA,-) =YPA)- X X PANA)+- ...+ (D! P(‘ﬂ Ai)

i=1 i=1 i=1 j=i+1 =1

P( Lnj Ai) = i (-1)i+ ( 1: ) P[ (l] A]-], jos leikkaukset keskenddn yhtd todennékéiset
i=1 i=1 j=1
P(UL, Ai) = 221 P(A)), jos A; : t toisensa poissulkevat

P(UL, Aj) = 1-TTL, P(A)), jos A, : t riippumattomat

Leikkauksen todennikoisyys

P(ANB) = P(A)P(B|A) = P(A|B) P(B)

P(NiLy Ai) = P(A1) P(A2 | A1) P(A3 | A1 (N A) - -+ P(A, | A1 ... N Au-1)
P(NL, Aj) =TT, P(A)), jos A, : t riippumattomat

Ehdollinen todennikdisyys

P(A|B) = P(A(B)/P(B)

P(B) = XLy P(B| Aj) P(A)), jos A; : t muodostavat partition

P(Ay| B) = P(B | Ay) P(Ay) | P(B)

Diskreetit satunnaismuuttujat

F(x) = P(X = x), p(k) = P(X = k), Zgex ph) =1

EX) = 2kex kp(k), E[g(X)] = ke g(K) p(k)

X=z0:EX) =32, [1-Fk)], E[X(X-D] =23 2, k[1-F(k)]

Var(X) = E[(X - w?] = E(X?) - > = E[IX(X = D]+ p — 1

G(2) = E(2X), p(k) = - G¥0), EX) = G'(1), E[X(X - 1)] = G"(1)
Jatkuvat satunnaismuuttujat

Fx)=P(X <x), P(X € A) = [, f(x)dx

Fix) = [*_f(hdt, f(x)=F (), [ f@)dx =1

EX) = [T x f(xo)dx, E[gX)] = [T g(x) f(x)dx

X =0:EX) = [[°[1-F@)ldx, E(X?) = 2 [*x[1-Fx)]dx

M(t) = E(e'¥), E(X/) = MY(0)

Yhteisjakaumat

Fxy(x, ) =PX=x, Y=<y, P[X, V) eAl= | fweA fxy (x, y)dxdy
Fxy(x, v) = [ [[1 fxx(s bdt]ds, fxy(x, y) = % Fx y(x, y)

fx@) = [ ey ndy, fry) = [ fxy@ y)dx

Yleiset muunnokset

Y =300 /) = K70 | 87|

{Z:g(X,Y) {X:r(Z,V)

V=h (X, Y)/ Y =5 (Z, V) : fZ,V(Z/ U) = fX,Y[r(Z/ ZJ), S(Z/ U)] |](Z/ U) |



Erityiset muunnokset

fer@ = [ fxy(@—v,0)dv, fxy@ = [ fxy(z+v,0)dv
fxy(@) = f:ofx,y(ir v) L dv, fx(z) = f;fx,y(zvl v)|v|dv

[o]
Y =min{Xy, ..., X;,} : Fy(y) = 1 = [T, [1 - Fx,(y)]
Z =max{Xy, ..., X;,} 1 Fz2(2) = [TL; Fx,(2)
Summat
Cov(X, Y) = E[(X — ux) (Y — uy)]l = E(X'Y) — pux py

n n n n n-1 n
E(Z X,-) = Y EX)), Var(ZXi) = Y VarX)+2 ¥ ¥ Cov(X; X;)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 j=i+1

X = Y Ia, s E(X) = n P(A), Var(X) = n P(A) P(A) + n(n — 1) [P(A; N A;j) - P(A) P(4))]
P(|X-u| =zp=<0?/#

Ehdolliset jakaumat

pxpy=1(k) = px,y(k, )/ py(D), EX|Y = 1) = Yeex k pxjy=1(k)

px(k) = 2ger pxpy=10) py (D), pyix=k() = pxjy=1(k) py (D) / px (k)
Fxiv=y@) = fxy W/ fr W, EX|Y =y) = [T x fqy=y (1) dx
Pa=X=b|Y=y = [ fayoy 0dx

fx () = f;fxwzy ™) fy W) Y, frix=x @) = fxjy=y @) fr )/ fx ()
px(®) = [ pxiy=y® fr) dy, frxee @) = pxiy=y ®) fr @)/ px k)
fx () = Xer fxpy=1 ) py ), pyx=x D = fxjy=1 ) py () / fx ()
Kokonaisodotusarvokaava

Yiet EXX|Y = Dpy(), Y diskreetti
f;E(X| Y =y fy (v)dy, Yjatkuva
Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var [E(X | Y)]

Ywkex P(A| X = k) px(k), X diskreetti
[ZP(A]X =x) fx(x)dx, Xjatkuva

EX) = E[EX|Y)] = {

P(A) = E[P(A|X)] = {

fxa(x) = P(A]| X = x) fx(x)/ P(A)

Yk kP (X =k|A), X diskreetti

j::x fxja(x)dx, X jatkuva

E(X) = 371 EXX | A) P(A)

Satunnaisen pituinen summa

Gs, (2) = GN[Gx(2)], M3, (H) = Gn[Mx(D)]

E(Sn) = E(N) E(X), Var(Sy) = E(N) Var(X) + Var(N) [E(X)]?
Korrelaatio

Cor(X, Y) = Cov(X, Y) /¥ Var(X) Var(Y)

1Y) = pxc+p 25 (Y = py)

E(X|A)={

Syntymis-kuolemis— prosessi

Ag---Aig (°° )_1
=1, p; = Ty = |, =i
Po Pi 1 0 igé) Pi i = PiTo

56
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Diskreettejad jakaumia, dérellinen arvojoukko

n+l n*-1

DU(n): %,k =1 ..., nEX) =7, VX =7, ko z(1-z")

Z = o

M=

G(z) = %

k=1

Ber(p): p* '™, k=0,1, EX)=p, VX) =pq,G(z) =pz+q

{E(X):

n
Bin(n, p): (k ]Pk g k=0,..,n VX) = np . G(z) = (pz+q)", X ~ Po(np), X ~ AsN(np, npq)

, X ~ Bin(n, 37)

oo, M. MY (N M) /(N 0<k<M EX)y=np, p=M/n
yp(t, 'n)'(k)( n—k )/(n)'Osn—ksN—M' V(X)znpqi’:

Multinomi(n, p1, ..., pr): P(X1 = ki, ..., Xy = k) = k’ k‘ p1 pr , Zpl =1, Zk =n

i=1

. M1 M, N r r
MUItthP(N/ Ml/ cees MV/ 1’1): P(Xl :klr cees Xr:kr):( ]( )/( )/ ZMi:N/ Zki:n
k ky n)ia i=1

Diskreettejd jakaumia, d4retdn arvojoukko

Po(A): e i—f k=0, EX) =21 VX) =2, Gz) = '@V, X ~ AsN(A, 1)

Geom(p): qk‘l p k=1 Fk)=1- qk, EX) = ;;, V(X)) = r%’ G(z) = 1”

ModGeom(p): qk p,k=0,Fk)=1- qk“, E(X) = ;%’ V(X) = r%' G(z) =

Negbin(n, p): ( k_l) g k=mn, EX) = %, VX) = G( z) = ( )n
g s P) n-1 pag k=0 T 1-qz
. k+n-— k nq r_\
ModNegbin(n, p): 01 Pt k=0,EX) = =L V(X) = 5, G) = (1_qz)
Normaalijakauma

N, 1): ¢(x) = % e %, dx) = é [e 2 L Ex) =0, VX) =1, M® = e2"

N N Lrop

N, 02): f() = - ¢(=E), Fx) = ®(=E), EX) = p, V(X) = 0% M(t) = &2
P(u—[1.96, 2.58, 3.29] o < X < p+[1.96, 2.58, 3.29] &) = [0.95, 0.99, 0.999]
S, ~ ASN(TZ u, 1’10'2), X, ~ ASN(IJ/ (:_12)

Muita yleisimpiﬁ jatkuvia jakaumia

U@, by: -, a <x <b, F) = =2, EQX) = 22, V(X) = (12) M = 2=

ExpA): A e, x > 0, F(x) = 1 — e ™%, E(X) = ;, V(X) = ;—2 M(t) =

Gamma(a, 1): 1= 3" e, x > 0, EX) = §, VX0 = &, M) = (3

n n—
Erlang(n, 1): -2 ¥ e, x> 0, F) = 1 - e 7 z A EX) = L, V(X) = = M) = (5)
F((z+ﬁ) a—l 81 _a _ af
Beta(a, p): I )l"(ﬁ) (1-""7,0<x <1, EX) = a+ﬁ’ VX = (@+P)? (a+p+1)



58

Muita jatkuvia jakaumia, x > 0 ellei toisin mainita

LogN(,u, 0_2): i(ﬁ(ln(x) ﬂ) Fx) = (ln(x) /t) E(X) = e;u o? E(Xz) _ €2ﬂ+20

Weibull(@, A): @ A x*~L ™', F(x) = 1 ¢, EX) = (1) T(1+ =), E(X?) = ()7 T(1+ 2)

n

N n
Hypoexp@Q): Y, a; A; e™*, A; # A, ai= 1 =
i=1

JF®) = Dail—e V) EX) = 3 L -, V(X) =

j=i i A i=1 i= 1 i=1 A’Z
R n no
Hyperexp(2, @): Sade™, Tai =1, Fx) = z a(l-e) EX) = ¥ T E(Xz) 2% %
i=1 i=1 i= 1 i=1 "
A+1 ald
Pareto(, A): & (4)", x> o, Fa = 1- (£), EX) = 25 Q> 1), V(X) = m (A >2)
Muita jatkuvia jakaumia, x € R
L oM x <

JEQX) =, VX) = 3, M(t) =

Laplace(y, A): _/\@—le H, Fx) = { )LZ t2

- %@—Mx—u) x=u

Logistic(y, o) =,y = “F, 0= ==, F@x) = E(X) = p, V(X) =

o(l+e o V3 1+ ﬂyz
Cauchy(a, by: L[1+ (2], Fa) = £ + L arctan(£2)
N, po, 1%, 0%, p): EX|Y = y) =y +p 75 (y = o), VIX|Y = y) = (1= )

Tilastollisia jakaumia

r(%) x? ‘% n
t(n): o (1 n 7) ,XEREX) =0(n=2), V(X)= = (n=3)

n -1 =n x -
e |2 T(3)] e x> 0, B0 = m, VOO = 20, MO = (757

X r(mzm) m" n" X2 _n _ 2 n?(m+n=2)
F(m, n): r(%)r(;) / T x>0,EX) = - n=3), VX = 2R () (n=5)

Luottamusvilit

- s - s
P(X—l.% = <u<X+19 W) ~0.95
P(X—t -1 /2i <M<X+i’ L a2 L)Z 1-a

n-1; q \/7 n-1; «q NS

P(—(”z_l)s2 <o’ < —(2_1)52 ) =l-a

Xn—l;a/Z Xn—l;l—n/Z
P(;;-L%Jﬁ;;/n <p<p+196pa/n ) ~ 0.95

Hypoteesien testaus

HO:,uzyosz(Y—yg)/(S/ﬁ)~t(n—l)

H03P=P0¢Z=(f’—P0)/\/POEIO/" ~N(©, 1)

Hy:P(X=x)=p;: Q= 2““ 0P k- m—1)

i=1 pi



a

£y e

t(n) —jakauman kriittisid arvoja t,., : P (X > tn;(,) =«
Esim. t10,005 = 1.812: jos X ~ #(10), niin P(X > 1.812) = 0.05

a

n |01 0.05 0.025  0.01 0.005

1 (3078 6314 1271 3182 6366
2| 188 2920 4303 6965 9925
3| 1638 2353 3182 4541 5841
4| 1533 2132 2776 3747  4.604
5| 1476 2015 2571 3365 4032
6 | 1440 1943 2447 3143 3707
7 | 1415 1895 2365 2998  3.499
8 | 1397 1860 2306 2896 3355
9 | 1383 1833 2262 2821 3250
10 | 1372 1812 2228 2764  3.169
11 | 1363 179 2201 2718  3.106
12 | 1356 1782 2179 2681 3055
13 | 1350 1771  2.160 2650 3012
14 | 1345 1761 2145 2624 2977
15 | 1341 1753 2131 2602 2947
16 | 1337 1746 2120 2583 2921
17 | 1333 1740 2110 2567  2.898
18 | 1330 1734  2.101 2552 2878
19 | 1328 1729 2093 2539 2861
20 | 1325 1725 2086 2528  2.845
21 | 1323 1721 2080 2518 2831
22 | 1321 1717 2074 2508 2819
23 | 1319 1714 2069 2500 2807
24 | 1318 1711 2064 2492 2797
25 | 1316 1708 2060 2485 2787
26 | 1315 1706 2056 2479 2779
27 | 1314 1703 2052 2473 2771
28 | 1313 1701 2048 2467 2763
29 | 1311 1699 2045 2462 2756
30 | 1310 1697 2042 2457 2750
40 | 1303 1684 2021 2423 2704
50 | 1299 1676 2009 2403 2678
60 | 1296 1671 2000 2390 2660
70 | 1294 1667 1994 2381 2648
80 | 1292 1664 1990 2374  2.639
90 | 1291 1662 1987 2368 2632
100 | 1290 1660 1984 2364 2626
150 | 1287 1655 1976 2351  2.609
200 | 1286 1653 1972 2345 2601
o | 1282 1645 1960 2326 2576



a

2
X

X*(n) —jakauman kriittisid arvoja 2., : P (X > /\/,Zm) =a
Esim. 7. 005 = 3.940: jos X ~ x*(10), niin P(X > 3.940) = 0.05.

a
n| 0.005 0.01 0.025 0.05 095 0975 099 0.995
1| 0.00003927 0.0001571 0.0009821 0.003932 3.841 5.024 6.635 7.879
2| 0.01003 0.02010 0.05064 0.1026 5991 7378 9.210 10.60
3| 007172 0.1148 0.2158 03518 7.815 9.348 1134 12.84
4( 0.2070 0.2971 0.4844 0.7107 9488 11.14 1328 14.86
5| 04117 0.5543 0.8312 1.145 1107 1283 1509 16.75
6 0.6757 0.8721 1.237 1.635 1259 1445 16.81 18.55
7 0.9893 1.239 1.690 2.167 1407 1601 1848 20.28
8| 1344 1.646 2.180 2733 1551 1753 2009 21.95
9| 1.735 2.088 2.700 3325 1692 19.02 2167 2359
10| 2.156 2.558 3.247 3940 1831 2048 2321 25.19
11 | 2.603 3.053 3.816 4575 1968 2192 2472 26.76
12| 3.074 3.571 4.404 5226 2103 2334 2622 28.30
13| 3.565 4.107 5.009 5.892 2236 2474 27.69 29.82
14 | 4.075 4.660 5.629 6571 23.68 26.12 29.14 3132
15 | 4.601 5.229 6.262 7261 2500 2749 3058 32.80
16 | 5.142 5.812 6.908 7962 2630 28.85 3200 3427
17 | 5.697 6.408 7.564 8.672 2759 30.19 3341 35.72
18 | 6.265 7015 8.231 9390 2887 31.53 3481 37.16
19| 6844 7.633 8.907 10.12 30.14 32.85 36.19 3858
20| 7434 8.260 9.591 10.85 3141 34.17 37.57 40.00
21| 8.034 8.897 10.28 11.59 32.67 3548 3893 4140
22| 8.643 9.542 10.98 12.34 3392 36.78 4029 42380
23| 9.260 10.20 11.69 13.09 35.17 38.08 41.64 44.18
24 | 9.886 10.86 12.40 13.85 3642 3936 4298 4556
2511052 11.52 13.12 14.61 37.65 40.65 4431 46.93
26| 11.16 12.20 13.84 15.38 38.80 4192 4564 4829
27 | 11.81 12.88 14.57 16.15 40.11 43.19 4696 49.64
28 | 12.46 13.56 15.31 16.93 4134 4446 4828 5099
29 |1 13.12 14.26 16.05 17.71 4256 4572 4959 5234
30 | 13.79 14.95 16.79 18.49 4377 4698 50.89 5367
31| 1446 15.66 17.54 19.28 4499 4823 52.19 5500
32 (1513 16.36 18.29 20.07 46.19 4948 5349 5633
33 (1582 17.07 19.05 20.87 4740 50.73 5478 57.65
34 116.50 17.79 19.81 21.66 4860 5197 5606 5896
35(17.19 18.51 20.57 22.47 4980 5320 5734 60.27
36| 17.89 19.23 21.34 23.27 51.00 5444 58.62 6158
37 | 18.59 19.96 22.11 24.07 5219 5567 59.89 6288
38 [ 19.29 20.69 22.88 24 .88 5338 5690 61.16 64.18
39 | 20.00 2143 23.65 25.70 5457 58.12 6243 6548
40 120.71 22.16 2443 26.51 55.76 5934 63.69 66.77
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N(0, 1)-jakauman todennikdisyyksid P(X < x) = @
Esim. P(X < 1.23) = 0.8907. ®(—x) = 1 — ®(x).
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X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 | 0.0
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 | 0.1
0.2 | 05793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 | 0.2
03 | 06179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517 | 0.3
04 [ 06554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879 | 0.4
0.5 | 06915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 | 0.5
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 | 0.6
0.7 | 07580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 | 0.7
08 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 | 0.8
09 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 (0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 | 0.9
10 [ 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 | 1.0
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 | 1.1
1.2 | 0.8849 0.8869 (.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 09015 | 1.2
1.3 | 09032 0.9049 09066 09082 0.9099 09115 09131 09147 09162 09177 | 1.3
14 | 09192 09207 09222 09236 0.9251 09265 0.9279 09292 09306 09319 | 14
15 | 09332 09345 09357 09370 0.9382 0.9394 0.9406 09418 09429 09441 | 15
1.6 | 09452 09463 09474 09484 09495 09505 0.9515 09525 09535 09545 | 1.6
1.7 | 09554 09564 09573 09582 0.9591 0.9599 0.9608 09616 09625 09633 | 1.7
1.8 | 09641 09649 09656 09664 09671 09678 0.9686 0.9693 0.9699 09706 | 1.8
19 | 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767 | 1.9
2.0 | 09772 09778 09783 09788 09793 09798 0.9803 0.9808 09812 09817 | 2.0
2.1 | 09821 09826 09830 09834 09838 09842 09846 09850 0.9854 0.9857 | 2.1
2.2 [ 09861 09864 09868 09871 09875 09878 09881 0.9884 0.9887 0.9890 | 2.2
23 | 09893 09896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 09911 09913 09916 | 2.3
24 [ 09918 0.9920 09922 09925 09927 0.9929 09931 0.9932 0.9934 0.9936 | 24
2.5 1 09938 09940 0.9941 09943 09945 09946 09948 0.9949 09951 09952 | 2.5
2.6 | 09953 09955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 09961 0.9962 0.9963 0.9964 | 2.6
27 | 09965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 09971 09972 09973 09974 | 2.7
28 | 09974 09975 09976 0.9977 09977 09978 09979 0.9979 0.9980 0.9981 | 2.8
29 | 09981 09982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986 | 2.9
3.0 [ 09987 0.9987 09987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990 | 3.0
31 [ 09990 09991 09991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 09993 09993 | 3.1
32 [ 09993 0.9993 09994 0.9994 09994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995 | 3.2
33 (09995 09995 09995 09996 09996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997 | 3.3
34 [ 09997 09997 09997 0.9997 09997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 09998 | 34
3.5 [ 09998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 | 3.5
3.6 | 09998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 | 3.6
3.7 [ 09999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 | 3.7
3.8 [ 09999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 | 3.8
3.9 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 | 3.9
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