Insin6orimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 1
Demonstraatio 2, 4.4.2023

1. Miadritellisin funktio f : R? — R lausekkeella f(z,y,2) = 322y — 22z + 2y
Arvioi kokonaisdifferentiaalia kiyttamélla kuinka paljon funktion f arvo pis-
teessd (1,3, —2) muuttuu, mikili z, y ja z-koordinaateille sallitaan poikkeamat
|dx| < 0.1, |dy| < 0.3 ja |dz| <0.2.

Mallivastaus: Kokonaisdifferentiaali on

df—g gfd +a—fd2—(6wy 22) dx + (32 + 2yz) dy + (—2z +3?) dz,

josta
|df| < |62y — 22| - |dz| + |32 + 2y2| - |dy| + | -2z + y?| - d=

ja lukuarvot sijoittamalla saadaan

df] <|22|-0.14]-9/-03+7-02="7.7

2. Laske funktion f(x,y,2) = 3z%y — 22z + zy? suunnattu derivaatta vektorin
u = (2,3, 1) suuntaan. Mihin suuntaan pisteestd (1,3, —2) pitdisi siirtyd, jot-
ta funktion arvo kasvaisi nopeimmin ja mikd on suunnatun derivaatan arvo
nopeimman kasvun suuntaan?

Mallivastaus: Suunnatun derivaatan laskemiseksi pitdd selvittdd vektorin w
suuntainen yksikkovektori. Taméa saadaan laskemalla ||u|| = V22 + 32+ 12 =
V14, joten yksikkovektori on v = ﬁ(Z, 3,1). Suunnattu derivaatta saadaan
gradientin ja yksikkovektorin pistetulona:

1
D = Vf-v=(6zy— 2z, 32>+ 2yz, -2z + y?) - —(2,3,1
vf f (6zy y y°) \/ﬁ( )

1
= ——(=2x +92% + 122y + % — 42 + 6y2).

V14

Nopeimman kasvun suunta on gradientin suunta
vf<17 37 _2) = (227 _97 7)

ja suunnatun derivaatan arvo tdhén suuntaan on

Vf(l,?), _2) (227_977)
VF(1,3,-2) 0T 99 g 7). T (/614 = 24,779
320950, = #7072, Zo 7
3. Olkoon f(z,y,2) = ———= (2,9, 2). Laske V - f, kun (z,y,2) # (0,0,0).
(22+y2+22)2

Mallivastaus: 6f of of
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Vo= oy or

Derivoimalla saadaan
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Samoin
0fs x? — 2% + 22

dy (22 +y2 + 22)2

ja
afs 22 + g2 — 272
0z ($2+y2+22)§’
joten
_0fi [ Ofy  Ofs
v f_8x+8y+82_0’

kun (z,y, z) # (0,0,0). Divergenssii pisteessé (0,0,0) ei voi esittdé tavallisena
funktiona ja yleensid on tapana kiyttad sen esittdmiseen ns. d-piikkia.

. Vektorikenttd f : R? — R3 on pyérteeton, jos V x f = 0. Onko vektorikentt
f:R3 = R3, f(z,y,2) = (v +2yz,yz + z, 2y — 32°) pydrteeton?

Mallivastaus: Lasketaan

Vxf

7 J k
_ o 9 9
- ox oy 0z

T+ 2z yz+ax xy—32°

9 9 9 9 9 0

= 1 Oy 0z _ oz 0z 9 ox oy
yz +x xy— 322 r+42yz zy—3z 42z yzr+x

= ir—y)—Jly—2y) + k(1 -22) = (x—y,y,1 - 22).
T&amaé ei ole nollavektori, joten vektorikenttd ei ole pyorteeton.

. Vektorikenttd f : R? — R3 on konservatiivinen, jos f on jonkin skalaarikentin
¢ : R? — R gradientti, siis f = V¢. Osoita suoraan laskemalla, ettd kon-
servatiivinen vektorikentti on pydrteetén, mikali funktion ¢ toisen kertaluvun
osittaisderivaatat ovat jatkuvia. Ohje: Jos toisen kertaluvun osittaisderivaatat
ovat jatkuvia, voidaan osittaisderivoinnin jirjestys vaihtaa.

Mallivastaus: f = V¢ = (%, g—i, %), joten

i J k
Uxf = VxVé=| 4 5 =
96 9o 09
ox Oy 0Oz
B i(82¢_82¢)_.(82¢_82¢>) (32¢_82¢)
N Oydz  0z0y N ooz ~ 9201 Jx0y  Oyox

= (0,0,0)
. Onko tehtdvin 3 vektorikenttd konservatiivinen? Jos on, mikd on funktio ¢,
jolle f = V¢? Ohje: Yritd ensin ratkaista yhtalo

99 x
oz (x2+y2+22)%

integroimalla x:n suhteen.

Mallivastaus: Integroimalla yht&lo

9 a2, 9 2
8x_x($ +y +2%)

_3
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z:n suhteen saadaan
¢=—("+y*+ )77+ Cly,2),

missd C(y, z) riippuu ainoastaan y:std ja z:sta. Suoraan laskemalla voidaan
todeta, etta valitsemalla C(y, z) = 0 saadaan funktio ¢, joka toteuttaa yhtdlon

f=Vo.

7. Olkoon f : R® — R3 vektorikenttd f(z,y,2) = (—vy,x,z). Hahmottele vek-
torikentédn kuvaa xy-tasossa valitsemalla muutama piste (z,y,0) zy-tasolta,
médrittAmalla néihin littyva vektorikentén arvo (—y,x,0) ja piirtdmalla tété
vektoria vastaava suuntajana alkamaan pisteesti (z,y,0).

Tarkastele pisteestd p, = (0,0, z) alkavaa ja pisteeseen p; = (x,y, z) padttyvia
suuntajanaa ja madritd vektorin p; — py kulma vektorikentén (—y, x, z) vililla.
Laske lopuksi V x (—y,z, z) ja tulkitse tulosta.

Mallivastaus:

Kuva 1: Vektorikentdn visuaalinen esitys ndyttdytyy z-akselin ympdrilld olevana
pyorteend. Pyorteen akselin suunta noudattaa ns. oikean kdden s&dntoa: Jos pyortee-
seen ajatellaan tartuttavan oikealla kiidelld siten ettéd sormenpédt osoittavat pyorteen
suuntaan, on peukalon suunta sama kuin pydrreakselin suuntavektorilla.

Py —Po = (.’L’,y,Z) - (07072) = (xayuo)
ja
(‘Ta Y, 0) ' (—y,x, Z) =—zy+zay= 07
miki merkitsee sité, etté pisteesté (0, 0, z) alkava suuntajana pisteeseen (x,y, z)

on kohtisuorassa vektorikenttda vastaan. Vektorikentté néyttaa siis muodosta-
van pyorteen z-akselin ympérille.
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Tulkinta: Vektorikentdn pydrre suuntautuu z-akselin suuntaisen yksikkovekto-
rin k ympéri. Kerroin 2 kuvaa pyorteen voimakkuutta.

. Tee sijoitus v = = 4+ y ja v = 2z — y ja kirjoita osittaisdifferentiaaliyhtélo

of  ,of
+25-=6(z+
o %5, (z+y)
muuttujien u ja v osittaisdifferentiaaliyhtaloksi, ts. osittaisdiﬁerentiaaliyhta—
16ksi jossa alkuperéisten o&ttmsdemvaattmen sijasta esiintyvit 3 9f 2 ja 8v Ohje:

kiyté ketjusddntod ja esitd sen avulla 2 6 ja g 6f . Voit kiyttas Iuennolla esitettyd

menettelytapaa.

: 0, 0 0, 0, 0 0
Mallivastaus: a—i dqu gg + 85 gz = _|_ de ja samoin a% di 35 + 835 g; —
% — ﬂ Sijoittamalla ndma ja x —|— y = u alkuperdiseen yhtdl6on saadaan

af
— = 2u.
ou

(ODY:n ratkaisu: f(z,y) = (z + y)? + h(2z — y), missd h on miki hyvinsi
derivoituva yhden muuttujan funktio).

. Etsi funktion f(z,y) = 22? —x+y? —y suurin ja pienin arvo kolmiossa (sisaltii
reunan), jonka kirkipisteet ovat (0,0), (0,1) ja (1,0). Ohje: suora y = —x + 1
kulkee kahden kirkipisteen kautta.

Mallivastaus: Vastaus: Adriarvot 16ytyviit joko sisiosasta tai reunoilta.

Vfoy) = (r — 1,2 ~1) = (0,0) & (2,9) = (1, 3)

T&mé piste kuuluu sisédosaan, ja f(3,3) = —3

Tarkastellaan reunaa x = 0, 0 < y < 1. T4lld reunalla f1(y) = f(0,y) = y2 —y.
fl()_2y_1_0<:>y Q,Jaf(o’%):_%.
Tarkastellaan reunaa y = 0, 0 < x < 1. Télla reunalla fo(x) = f(x,0) =

272 — . fé(a:)zéla:—l—O@x—l Jaf(4, 0)=—1
Tarkastellaan reunaa y = —x + 1, 0 < z < 1. Téll4 reunalla f3(x) = 22% — 2z +
(—z+1)2—(—2+1) =32 -2z fi(z) =6z —2=0=z =% ja f3(3) = —3
Tarkastetaan viela arvot reunojen paatepisteissa (kolmion kirkipisteet): f(0,0) =
0, f(0,1) =0, f(1,0) = 1.

3

Néistd huomataan, ettd funktiolla on suurin arvo 1 ja pienin arvo —z.



