Insinoorimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 2

Demonstraatio 2, 2.5.2023

1. Laske kdyraintegraali
/ zy dz — y* dy,
v

kun v on

a) Jana pisteestd (0,0) pisteeseen (2,1). b) Paraabelin kaari y = ixQ pisteesti
(0,0) pisteeseen (2,1).

2. Laske edellisen tehtdvin kdyrédintegraali, kun ~ on

a) Murtoviiva (0,0) — (0,1) — (2,1). b) Kéyrd (z(t),y(t)) = (2t3,#?), t €
[0, 1].

3. Osoita, ettd vektorikentts

F(z,y,2) = (2zy — 23,22, —3x2% — 1)

on konservatiivinen etsimélla sille potentiaali V.

4. Laske edellisen tehtévian vektorikentalle kiyraintegraali

/F-d:n,
.

kun v on murtoviiva (0,0,0) — (a,0,0) — (a,b,0) — (a,b,c) kiyttadmitta
potentiaalifunktiota. Ohje: Ensimméiinen osa voidaan parametrisoida esim
(z,y,z) = (t,0,0), missd t € [0, a], toinen (z,y, z) = (a,t,0), missd t € [0,b] ja
kolmas (x,y, z) = (a,b,t), missi t € [0, ].

5. Laske pinnan 7(u,v) = (u?+v?,2u,v) sen osan ala, joka muodostuu, kun (u,v)
kéy 1dpi ellipsin (2r cos 6,7 sin ), missi r € [0,1] ja 6 € [0, 27]

6. Olkoon f(x) > 0 valilld [a, b]. Kun kiyrd y = f(x) pyorahtdé z-akselin ympari,
syntyy ns. pyérahdyskappale. Leikataan pyordhdyskappaletta tasoilla x = zg ja
x = a9+ dzx. Esitd approksimaatio leikatun viipaleen tilavuudelle ja integraali-
lauseke koko pydrahdyskappaleen tilavuudelle. Ohje: Leikattu viipale voidaan
approksimoida ympyralierioksi, joka korkeus on dx ja pohjan side f(x).

7. Esitd approksimaatio edellisessd tehtdvissd leikatun viipaleen reunan pinta-
alalle ja integraalilauseke koko kappaleen vaipan alalle. Ohje: reunan leveytta
approksimoi ds = y/dz? + dy?. Miki on reunakiyrin pituus?

8. Olkoon M > 1 ja f(z) = L vililld [1, M] mééritelty funktio. Méaritd tilavuus
ja vaipan pinta-ala kappaleelle, joka syntyy kun kiyrd y = f(x) pyordhtad
z-akselin ympéri. Vaipan pinta-alaa kuvaavaa integraalilauseketta ei tarvitse
laskea mikéli se osoittautuu hankalaksi.

9. Arvioi edellisen tehtdvin pyoridhdyskappaleen tilavuuden ja pinta-alan kiyt-
taytymistd kun M — oo.



