Insinoorimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 2

Demonstraatio 2, 2.5.2023

1. Laske kdyraintegraali

/wy dz — y* dy,
Y

kun v on

a) Jana pisteestd (0,0) pisteeseen (2,1). b) Paraabelin kaari y = 2?2 pisteesti
(0,0) pisteeseen (2,1).

Mallivastaus: a) Jana on osa suoraa y = %x, joten dy = %dx ja kéyréintegraa-
liksi saadaan
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b) Paraabelin kaarella on dy = %:c dx ja kiyrdintegraaliksi saadaan

2. Laske edellisen tehtdvin kayrédintegraali, kun v on

a) Murtoviiva (0,0) — (0,1) — (2,1). b) Kayrd (z(t),y(t)) = (2t3,?), t €
[0,1].

Mallivastaus: a) Vililla (0,0) — (0,1) voidaan valita parametriesitykseksi
(x,y) = (0,t), missd t € [0,1]. Talld osalla dz = 0 ja dy = dt, joten kiy-
rdintegraalin osaksi saadaan

Vahn (0,1) — (2,1) parametriesitykseski taas voidaan valita (z,y) = (¢,1),
€ [0,2]. Télléin dx = dt ja dy = 0 ja kiyridintegraalin toiseksi osaksi saadaan

/td:Z

koko kdyriintegraalin arvoksi saadaan siis 2 — % =3
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b) Kiyrilld on do = 612 dt ja dy = 2t dt, joten kilyriintegraalin arvoksi saadaan
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3. Osoita, ettd vektorikentté
F(z,y,2) = 2zy — 2%, 2%, —3222 — 1)

on konservatiivinen etsimélla sille potentiaali V.

Mallivastaus: Koska %—‘; =2xy — 23, on V = 2%y — 223 + g(y, 2), missi g(y, 2)

ei riipu x:std. Vaatimus %—‘y/ = 22 puolestaan kertoo, etti a%g(y,z) = (, joten

9(y, z) = h(z), missd h ei riipu z:sti eikd y:std. Lopuksi ehdosta %—‘; = —3zz°-1
seuraa, ettd h'(z) = —1, joten siis h(z) = —z+ C, missé C on vakio. Néin ollen
V(z,y,2) =2y —x23 — 2+ C.

4. Laske edellisen tehtévian vektorikentalle kiyraintegraali

/F-da:,
.

kun 7 on murtoviiva (0,0,0) — (a,0,0) — (a,b,0) — (a,b,c) kilyttdmatta
potentiaalifunktiota. Ohje: Ensimmaéiinen osa voidaan parametrisoida esim
(z,y,2) = (¢,0,0), missé t € [0,al, toinen (x,y, z) = (a,t,0), missé t € [0,b] ja
kolmas (z,vy, z) = (a,b,t), missi t € [0, c].

Mallivastaus: 1. vélilld dx = dt ja dy = dz = 0, joten tdtd osaa vastaava
kéyrédintegraali on

/ (2t-0—0%)dt = 0.
0

2. vililla on dy = dt ja dx = dy = 0, joten tatd vilii vastaava kiyriintegraali

on ,
/ a’ dt = a?b.
0

3. valilla dz = dt, kun taas dr = dy = 0 ja integraali on

C

C
/ (—=3at® — 1) dt = /—at3 —t=—ac® —c.
0

0

Koko kilyriintegraaliksi saadaan siis a?b — ac® — c.

5. Laske pinnan 7(u,v) = (u?+v?2, 2u, v) sen osan ala, joka muodostuu, kun (u, v)
kdy 14pi ellipsin (2r cos 6,7 sin ), missé r € [0,1] ja 6 € [0, 27]

Mallivastaus: g—z = (2u,2,0) ja ‘g—: = (20,0, 1), mistd

or Or
% X % = (2, —2u, —47))

ja
ng « gZH —2V/T+ 2 1 402

Talloin kysytty pinta-ala on
2// V1+u? +4v2 dudv,
(u,w)ER

missd F on tehtdvinannossa kuvailtu ellipsi. Sijoittamalla integraaliin u =
2rcosf, v = rsinf saadaan jacobin matriisin determinantiksi 2r. Néain ollen



sijoitus antaa muodon
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6. Olkoon f(x) > 0 valilld [a, b]. Kun kdyrd y = f(x) pyorahtad x-akselin ympéri,
syntyy ns. pyorahdyskappale. Leikataan pyordhdyskappaletta tasoilla x = zq ja
x = xg + dx. Esitd approksimaatio leikatun viipaleen tilavuudelle ja integraali-
lauseke koko pyorahdyskappaleen tilavuudelle. Ohje: Leikattu viipale voidaan
approksimoida ympyralierioksi, joka korkeus on dx ja pohjan sade f(x).

Mallivastaus: Leikattu viipale on ympyrélieri6, jonka korkeus on dx, pohjan sé-
de f(x), joten sen tilavuus on dV = - f(z)?. Pyorihdyskappaleen tilavuudeksi
saadaan siis

V:/abwf(x)Qd:r:ﬂ/abf(x)?dx.

7. Esitd approksimaatio edellisessd tehtédvissd leikatun viipaleen reunan pinta-
alalle ja integraalilauseke koko kappaleen vaipan alalle. Ohje: reunan leveytta
approksimoi ds = y/dz? + dy2. Miki on reunakiyrin pituus?

Mallivastaus: Reunakiyrén pituus on 27 f(x) ja siis sen pinta-ala

dA = 2m f(x)\/dx? + dy?.

Pyorahdyskappaleen vaipan pinta-alaksi saadaan tdméan mukaan
b b dx dy
A = om | )V tdy? =2m | f)y ()24 ()2
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b
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8. Olkoon M > 1 ja f(z) = 1 vililld [1, M] mééritelty funktio. Masritd tilavuus
ja vaipan pinta-ala kappaleelle, joka syntyy kun kiyrd y = f(x) pyordhtad
x-akselin ympéari. Vaipan pinta-alaa kuvaavaa integraalilauseketta ei tarvitse
laskea mikéli se osoittautuu hankalaksi.

Mallivastaus: Tilavuus on
M M
1 1 1
V—W/1 (i)de—W{_x—yr(l—)

Pinta-ala puolestaan on

M M
1 1 1 1
A:27T/ \/1+(—)2:27r/ —\/1+ —dx
. X z2 1 T x4

Viimeisimman integraalin eksakti mé&arittdminen on mahdollista, mutta tyo-
lasta.



9. Arvioi edellisen tehtdvin pyorihdyskappaleen tilavuuden ja pinta-alan kéyt-
taytymistad kun M — oo.

Mallivastastaus: Kappaleen tilavuus pysyy rajoitettuna:

1
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joskin
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Pinta-alan lauseketta voidaan arvioida seuraavasti:

Ml 1 ]W]_
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1
= 27?/ —dszw/lnx:%rlnM.
1 xr
1

Téamaé lauseke el pysy rajoitettuna, vaan

A=2rInM M 0.

Mietittavad: Miten on mahdollista ettd kappaleen tilavuus pysyy rajoitettuna,
mutta sen pinta-ala kasvaa ilman mit&d4n rajaa? Jos esimerkiksi valmistettai-
siin tehtévissd kuvattu kappale, sen tayttdminen maalilla onnistuisi aina 7 tila-
vuusyksikolld, mutta luvun M kasvaessa pinnan maalaaminen vaatisi aina vain
enemmin maalia, koska pinta-ala A — oo kun M — oo.

Miten siis on mahdollista, ettd kappaleen (olipa M miten suuri hyvénsi) tay-
teen vol kaataa rajoitetulla méaralla maalia, mutta pinnan maalaamiseen ei
riitd mikdin méard, kun M — oo?



