Insinoorimatematiikka: Usean muuttujan funktiot 2

Demonstraatio 3, 9.5.2023

1. Laske kartion 22 + 2 = 22 sen osan ala, joka on ympyrin (z — 1) +y? < 1
ylapuolella.

Mallivastaus: kartion yhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon G(x,y,z) = 0, missé
G(z,y,2) = 2% +y? — 22 jasiis
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Kts. Luentomonisteen huomautus 14, mutta voidaanko tdmaé saada myos jollain
toisella tavalla? N&in ollen kysytty pinta-ala on
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misséd B on ympyré (x — 1)? + y? < 1. Téten integraalin arvo (ja kysytty ala)

on /2, silli integraali
// dx dy
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esittdd ympyrin B alaa (=7 - 12).

2. Laske vektorikentin (2,42, 22) pintaintegraali yli yksikkopallon {22 +y2+22 =
1} pinnan. Ohje: Kéyté divergenssilausetta.

Mallivastaus: Divergenssilauseen mukaan pintaintegraali on sama kuin vekto-
rikentédn divergenssin yli kappaleen, siis
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missé B on yksikképallo {z? + y? + 22 < 1}. Témiin integraalin laskemiseksi
hajotetaan integrandi osiin:

/(2+2y+2z):/2+/2y+/2,z.
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Tarkastellaan ensin ensimmadist integraalia, jossa integrandi on vakio. Tall6in
integraalin arvoksi saadaan
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koska yksikkopallon tilavuus on %’T. Hajotetaan seuraava integraali kahden yk-
sikkopallon puolikkaaksi By = {z°+y?+22 < 1|y <0} ja By = {2?+132+22 <

1|y > 0} jolloin
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ja sijoituksella jalkimmaéiseen integraaliin y = —y; huomataan, ettd [ B, 2y =

—/ By 2Y (tarkista), siis funktion 2y integraali yli yksikkopallon on 0. Samoin

voidaan huomata, ettd viimeisimmén integraalin arvo yli yksikkopallon on 0.
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Niin ollen tehtéviissa kysytyn integraalin arvo on <.

Tulkintaa: Jaettaessa yksikkdpallo kahtia tason y = 0 halki saa funktion 2y
tasmaélleen vastakkaiset merkit kun y > 0 ja kun y < 0. N&in ollen vastaavat
integraalit kumoavat toisensa.



3. Laske vektorikentin (22,42, 2?) pintaintegraali yli kappaleen {(z,y, )} € [0, 3] x
[—2,2] x [0,27]. Ohje: Kdytd divergenssilausetta.

Mallivastaus: Jos merkitaan I = [0, 3] x [-2,2] x [0, 27|, on divergenssilauseen
perusteella kysytty pintaintegraali on sama kuin integraali
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4. Olkoon S origokeskinen r-sdteinen ympyripinta. Oletetaan, ettd tAmén pinnan
sisélld oleva kokonaisvaraus on @, jolloin Maxwellin yhtéldiden mukaan pitéisi

olla
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missé €9 on vakio ja E on sihkokenttd. Millainen on sihkékentéin FE lauseke?
Ohje: Integrandi E(r) on vakio, kun r edustaa etdisyytta origosta.

Mallivastaus: Kun integroitavaksi alueeksi valitaan origokeskinen r-séiteinen
pinta, jonka sisddn varaus jid, on integraalin arvo laskettavissa seuraavasti:
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missi n on r-siteisen pallonpinnan normaalivektori. Koska Ejp oletetaan etii-
syydelld r vakioksi (merkitdan E(r)), on viimeisin integraali yhtd suuri kuin
pallon pinnan ala kertaa F(r), siis

4’ B(r).

Téten siis % = 21r2E(r), josta E(r) = #250. Séhkokenttd siis suuntautuu
kohtisuoraan pois varauksesta ja on itseisarvoltaan kddntden verrannollinen

etaisyyden nelioon.



