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Integraalilaskentaa

Lahtokohta: f : R” —+ R

@ Avaruuden R” (kompakti) vali:
| = [31, b1] X [32, b2] X ooo [a,,, bn].
o Geometrinen mitta (/) = (b1 —a1) - (b2 — a2) ... (bn — an).
o Vilin [a;, bj] jako D; — vilin I jako D = (Dy, Da, ..., Dy)
(k=ki-... ky) kpl.
o Merkinta: m; = infx¢, f(x), M; = supx¢,. f(x).

K

e Alasumma Sp = Z mip( 1)
i=1
K

e Ylisumma Sp = Z Miu(1;).
i=1
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Integraalilaskentaa
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Integraalilaskentaa

Riemann-integraali

Jos jakoa tihentimilld saadaan Sp — Sp < eja S, < S<Sp
jokaiselle € > 0, sanotaan, etta f : | — R on Riemann-integroituva
ja merkitaan

5:/f:/f(x)dx:/f(xl,...,xn)dxl...dxn
I I i
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Integraalilaskentaa

Maaritelma

@ Suorakulmaisille alueille (valeille) / integraali [, f maaritellaan
edella kuvailtujen yla- ja alasummien yhteisena raja-arvona.

@ Ei-suorakulmaisille alueille A maaritellaan

f(x) jos x € A,
0 muutoin

fa(x) = {

seka valitsemalla jokin joukon A sisaltava suorakulmainen alue
(vali) I ja maarittelemalld

[i=[n
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Integraalilaskentaa

Nollamittaisuus
Joukko A C R” on (Lebesgue-)nollamittainen jos se voidaan
peittaa numeroituvalla maaralla i, b, &, ... avaruuden R" valeja,
joiden yhteenlaskettu mitta saadaan miten lahelle nollaa hyvansa.

Jos m< m, UCR"jaf:U— R" on differentioituva, on f(U)

nollamittainen.
Esimerkit 32-33

\

Jos I C R" on kompakti vali ja fj — R rajoitettu. Talloin f on
(Riemann)integroituva valin / yli tarkalleen silloin kun f:n
epajatkuvuuskohtien joukko on nollamittainen.
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Integraalilaskentaa

Jordan-mitta

Jos vakiofunktio f(x) = 1 on integroituva yli joukon A C R”,
sanotaan etta A on Jordan-mitallinen ja

M(A):/Adx.

n = 1: pituus, n = 2: pinta-ala, n = 3: tilavuus.

Jos A C R" on rajoitettu ja f, g : A — R" integroituvia, on
o [Jlaf +Bg)=a [, f+B[,8
e Jos f(x) < g(x) joukossa A, on [,f < [,g
o || on integroituva ja | [, f| < [, |f].
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Integraalilaskentaa

Olkoon f integroituva yli joukkojen A; ja A, joille A; N Az on
nollamittainen. Talloin f on integroituva yli joukon A = A; U A

[r=[ri] s
A A Ar
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Integraalilaskentaa

Olkoon I = I x b. Talloin riittavin saannollisyysoletuksin

/If:/ll( \ f(x,y)dy)dx

f(x,y) = fi(x)f(y), jolloin

/, f= /, (x)dx /, hly)dy.

Esimerkkeja
Esimerkit 34-37
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