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Parametrisoidun pinnan ala

Jos ¢ : E — R3 on pinnan S (injektiivinen) parametriesitys, on

/dA /||a¢ 6¢||dudv
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Parametrisoidun pinnan ala

Jos ¢ : E — R3 on pinnan S (injektiivinen) parametriesitys, on

/dA /||a¢ 6¢||dudv

J. Lahtonen: Esimerkit 6.2. ja 6.3.

Esimerkkeja
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Pinta-ala

Olkoon ACR? ja f: A— R sekd S = {r(u,v) | (u,v) € A} pinta
avaruudessi R3.

.
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Pinta-ala

Maaritelma
Olkoon ACR? ja f: A— R sekd S = {r(u,v) | (u,v) € A} pinta
avaruudessi R3. Integraalia

or Or
//(u,v)eA f(r(u, v))Ha X 5|] du dv

sanotaan skalaarifunktion f integraaliksi yli pinnan S
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Pintaintegraali

Maaritelma

Vektorikentan f integraali yli pinnan tarkoittaa vektorikentan
kohtisuoran komponentin (skalaari) integroimista yli pinnan.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 5 4 of 13



Pintaintegraali

Maaritelma

Vektorikentan f integraali yli pinnan tarkoittaa vektorikentan
kohtisuoran komponentin (skalaari) integroimista yli pinnan.

// f-ndA,
(u,v)EA

Pintaintegraali:
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Pintaintegraali

Maaritelma

Vektorikentan f integraali yli pinnan tarkoittaa vektorikentan
kohtisuoran komponentin (skalaari) integroimista yli pinnan.

// f - ndA,
(u,v)EA

missa n on pinnan (yksikkd)normaalivektori.

Pintaintegraali
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Pintaintegraali

Maaritelma

Vektorikentan f integraali yli pinnan tarkoittaa vektorikentan
kohtisuoran komponentin (skalaari) integroimista yli pinnan.

// f - ndA,
(u,v)EA

missa n on pinnan (yksikkd)normaalivektori.
Parametrimuodossa tama voidaan kirjoittaa

8r or
f(r(u,v)) - — x — dudv
RN

Pintaintegraali
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Kayraintegraali (skalaarifunktio)

b b
/fds:/ F(£)V/X2 + y? dt
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Kayraintegraali (skalaarifunktio)
/f¢:/ (6)V/X2 + y2 dt

Pintaintegraali (skalaarifunktio)

//fdA // uv\yﬁxﬁndudv
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Kayraintegraali (vektorikentta)

b b
/fds:/ f-T+\/x?2+y?2dt
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Kayraintegraali (vektorikentta)
b b
/ fds:/ fT X’2+y12dt
a a

Pintaintegraali (vektorikenttd)

//fdA // Hg:xg‘:Hdudv
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Stokesin lauseen muotoja

Greenin lause

Greenin lause tasossa:

// %—% dxdy—/ fidx+ fhdy
0A
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Stokesin lauseen muotoja

Greenin lause tasossa:

/ %—aﬁddy—/ fidx+ fody
dy 0A

Abstrakti Stokesin lause
/ f / df
OA A
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Stokesin lauseen muotoja

Greenin lause

Greenin lause tasossa:

/ (2% O g dy—/ i dx + f dy
y A

Abstrakti Stokesin lause

IREIX
IA A

Klassinen Stokesin lause

/ (V x F)-ndA = f-dx
A 0A
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Stokesin lauseen muotoja

Greenin lause

Greenin lause tasossa:

/ (2% O g dy—/ i dx + f dy
y A

Abstrakti Stokesin lause

IREIX
IA A

Klassinen Stokesin lause

/ (V x F)-ndA = f-dx
A 0A
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Vektorianalyysia

Nabla-merkinnat

Olkoon f :R3 - R, ja f:R3 - R3, F
ajatellaan Nabla-operaattorin V = (8@
maariteltavan

o Gradientti: Vf = (ai, g;, 22)

(fi, o, f3). Tallgin

8@ %) avulla

™7 s - - =
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Vektorianalyysia

Nabla-merkinnat

Olkoon f :R3 - R, ja f:R3 - R3, F
ajatellaan Nabla-operaattorin V = (8@
maariteltavan

o Gradientti: Vf = (ai, g;, 22)

(fi, o, f3). Tallgin

8@ %) avulla

@ Divergenssi: V- f = %fl sz—i-%l%

™7 s - - =
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Vektorianalyysia

Nabla-merkinnat
Olkoon f : R® = R, ja f:R® - R3 F
ajatellaan Nabla-operaattorin V = (8@
maariteltavan

e Gradientti: Vf = (%, %7%)

F = (f, f, ). Tallgin
3@ 2 avulla

@ Divergenssi: V- f = %fl + 8%,:2 + %%
@ Pydrre (=curl (" Roottori")):

i J k
o) o) o)
VxFf = % By s
A L A

= s
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Vektorianalyysia

Nabla-merkinnat

Olkoon f :R3 - R, ja f:R3 - R3, F
ajatellaan Nabla-operaattorin V = (8@
maariteltavan

F=(f, b, f). Talsin
8@ %) avulla

o Gradientti: Vf = (%, g—;,%)
@ Divergenssi: V- f = %fl + a—ayfz + %1‘3
e Pyorre (=curl (" Roottori")):

i §j k
_ o 9 9
Vxf = ox dy 0z
h h £
9 0 o 9 9 9
— 4| oy oz Ox 0z ox 0
= 9 + k y
h £ i £ i h
Luentoruudut 5 8 of 13
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Vektorianalyysia

Nabla-merkinnat

Olkoon f : R® = R, ja f: R3 = R3, F = (f1, h, f). Tallgin
ajatellaan Nabla-operaattorin V = (%, 8%7 %) avulla
maariteltavan

o Gradientti: Vf = (%, g—;,%)

@ Divergenssi: V- f = %fl - 3%1‘2 - %1‘3

@ Pydrre (=curl (" Roottori")):

i §j k
9 o0 0
fo:§wg
hi h £
SINEEIEE
— 4| 9y o0z ox 0z k| 0x Oy
% & A A Rl I

_ (2606 0606 06 _on,
 \dy 0z°0z 0Ox'0x Oy
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Stokesin lauseen muotoja

Klassinen Stokesin lause

//(fo)-ndA: f-dx
A 0A
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Stokesin lauseen muotoja
Klassinen Stokesin lause

/ (VxF) ndA= f-dx
0A

Greenin lause

Jos pinta rajoittuu xy-tasolle, saadaan klassisesta Stokesin

lauseesta

0  Of

/ —2——1 dx dy:/ fi dx + £ dy
y A
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Stokesin lauseen muotoja

Klassinen Stokesin lause

/ (VxFf) ndA= f-dx
A 0A

Greenin lause

Jos pinta rajoittuu xy-tasolle, saadaan klassisesta Stokesin

lauseesta
0  Of
// —2——1 dx dy:/ fi dx + f dy
OA

Gaussin lause eli divergenssilause
// V-fdxdydz:/ f - ndA.
v v
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Divergenssilauseen tulkintaa

Divergenssilause

// V-fdxdydz—// f - ndA.
% ov
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Divergenssilauseen tulkintaa

// V-fdxdydz—// f - ndA.
% ov y

Jos V - f on jatkuva, on pienessa tilavuudessa V' likimain vakio, siis

VV-fm/ f - ndA.
oV
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Divergenssilauseen tulkintaa

// V-fdxdydz—// f - ndA.
% ov )

Jos V - f on jatkuva, on pienessa tilavuudessa V' likimain vakio, siis

VV-fm/ f - ndA.
oV

Nain ollen divergenssi V - f edustaa (skaalattuna) vektorikentan f
integraalia pinnan OV lapi (" vektorikentan lahde")

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 5 10 of 13



Klassisen Stokesin lauseen tulkintaa

Klassinen Stokesin lause

//(fo)-ndA: f-dx
A 0A
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Klassisen Stokesin lauseen tulkintaa

Klassinen Stokesin lause

//(fo)-ndA: f-dx
A 0A

Jos V x f on jatkuva, on niinikdan

//fo-ndAzA(fo)-n,
A
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Klassisen Stokesin lauseen tulkintaa

Klassinen Stokesin lause

//(fo)-ndA: f-dx
A 0A

Jos V x f on jatkuva, on niinikdan

//fo-ndAzA(fo)-n,
A

mutta samalla ylldolevan yhtalon mukaan kyseessa on (skaalattu)
vektorikentdn (normaalikomponentin) kayraintegraali alueen A
reunan ympari.
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Klassisen Stokesin lauseen tulkintaa

Klassinen Stokesin lause

//(fo)-ndA: f-dx
A 0A

Jos V x f on jatkuva, on niinikdan
//fo-ndAzA(fo)-n,
A

mutta samalla ylldolevan yhtalon mukaan kyseessa on (skaalattu)
vektorikentdn (normaalikomponentin) kayraintegraali alueen A
reunan ympari. Taman vuoksi V x f katsotaan edustavan
vektorikentan f pyorteisyytta.
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Vektorianalyysia

Maxwellin yhtalot

vV-E=2-
€0
V-B = 0
oB
E = ——
V x 9
OE
B = =
V x ,uo(J—i-eOat)
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Vektorianalyysia

Maxwellin yhtalot

V-E = P
€0
V-B = 0
oB
E = ——
V x 5

VxB = p(J+e4-)

E on sahkokentta, p varaustiheys, B on magneettikentta, J on
sahkovirran tiheys, €g ja po ovat vakioita (tyhjion permittiivisyys ja
tyhjion permeabiliteetti)
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Vektorianalyysia

Maxwellin yhtalot

i = Sl
//{9VB-dn =0

/BAE-ds = —:t//AB-dn

[ Beax = wa([[ 10402 [[-on
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Vektorianalyysia
Maxwellin yhtalot

[ = 2 fff o
//BVB-dn =0

/BAE-ds = —jt//AB-dn

[ Beax = wa([[ 10402 [[-on

E on sahkokentta, p varaustiheys, B on magneettikentta, J on
sahkovirran tiheys, €y ja po ovat vakioita (tyhjion permittiivisyys ja
tyhjion permeabiliteetti)

v
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