Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2023

Demonstraatio 1, 26.9.2023

1. Olkoon f(z) = 4z + 1. Laske etdisyys d(f(z), f(3)) ja ilmoita se lausekkeel-
la, joka siséltéd etdisyyden d(z,3). Miten d(f(x), f(3)) ja d(x,3) suhtautuvat
toisiinsa?

Mallivastaus:
d((f(x), f(3)) = 4z + 1 — 13| = 4]z — 3] = 4d(x,3).

Arvon f(x) etdisyys arvoon f(3) on siis nelinkertainen etdisyyteen d(zx,3) ver-
rattuna.

2. Olkoon f(z) = 2z%. Laske etiisyys d(f(z), f(3)) ja ilmoita se lausekkeella,
joka siséltdd etdisyyden d(x,3). Jos vield rajoitetaan muttujaa x siten, etti
x € (2,4), miten d(z, 3) silloin rajoittaa etdisyytta d(f(z), f(3))?

Mallivastaus:
A(f(2), 1(3)) = 222 — 18] = 222 — 9] = 2| — 32 + 3| = 2| + 3|z, 3).
Jos x < 4, on |z + 3| < 7, joten

d(f(z), f(3)) =2|2® — 9| < 27|z — 3| = 14d(z, 3)

3. Jos edellisen tehtdvin rajoitetta z € (2,4) tiukennetaan muotoon x € (2.9, 3.1),
miten d(z,3) silloin rajoittaa tehtévissi kysyttya etdisyytét?

Mallivastaus: Télloin
d(f(z), f(3)) = 2|z + 3| d(x,3) < 12.2d(x, 3)
4. Jos x on lihelld lukua 5, on % ilmeisesti 1ahelld lukua % Esitéa etdisyydelle
d(i, %) lauseke, jossa esiintyy myos d(z,5). Ohje: Maaritelmit ja laventaminen.
Mallivastaus:
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5. Osoita, ettd 2 — 1022 + 1 saadaan suuremmaksi kuin miki tahansa ennalta
annettu luku M > 0, kunhan x valitaan riittdvan suureksi.
Vihje: Kunhan 2 > 1, on 2® — 1022 + 1 > 23(1 — 12) (miksi?). Témén jilkeen
voidaan todeta, ettd 1 — 12 > 1 kunhan z on riittévén suuri (kuinka suuri?)
Miten saadaan lopullinen johtopditos?

Mallivastaus: Kun x > 20, on
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Miksi? ja siten
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siis kun = > max{20,2M}, 2® — 1022 +1 >z > M.



Huomautus: Lausekkeelle 1 — % valittu alaraja % on periaatteessa mielival-
tainen: Se tulee valita positiiviseksi, ja on selvii ettéd positiivisilla x:n arvoilla
1-— 150—0 < 1, joten ykkostd suurempi alaraja ei tule kysymykseen. % on erain-
lainen "kompromissi” (keskimmainen luku vélilta (0,1)). Olisi kuitenkin voitu
valita miké hyvinsd C € (0,1) ja selvittdd milloin 1 — 12 > C.

. Selvitd miten f(x) = % kiyttaytyy kun & — 2. Onko mahdollisesti raja-
arvo
lim f(x)
r—2
olemassa?

Mallivastaus: Kun z = 2, saa osoittaja arvon 0. Voidaan havaita etti z? — 5z +
6 = (z —2)(x — 3), jolloin
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. Midritd derivaattafunktio f/(z), kun f(x) = sin® xz + 22 + 1.

Mallivastaus:

f(z) =2sinz cosx + 2.
. Selvitd funktion tanz = Sz
vointisaantoa. Vastaus: Dtanx =

derivaattafunktio kiyttdmalla osamiirdn deri-

L =1 +tan?z, mutta miten?
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Mallivastaus: Osaméadrian derivointisddnnon perusteella
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. Kéytetdan funktion f: (=7,5) = R, f(z) = tanz kddnteisfunktiosta merkin-
tda arctan. Sovella yhtdloon

arctan(tanx) = x

ketjusdantod, merkitse y = tanx ja padttele mitd on D arctany.

Mallivastaus: Ketjusddnnon perusteella
D arctan(tanz)D tanz = 1,
miké voidaan myds kirjoittaa muotoon
D arctan(tanz)(1 + tan®z) = 1,

mistd merkitsemilld y = tan z ja jakamisella seuraa
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Néin ollen siis arkustangentin derivointisdénto saa (vaihtamalla y x:ksi) muo-
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