Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2023

Demonstraatio 3, 10.10.2023
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1. Mé&dritd raja-arvo lim ——————. Ohje: L’Hospitalin sdénto.
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2. Newtonin gravitaatiolain mukaan kahden kappaleen vililld vallitsee vetovoima
joka on suoraan verrannollinen kappaleiden massoihin m ja M seki kddntéen
verrannollinen etdisyyden r nelion:
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missd verrannollisuuskerroin G on ns. gravitaatiovakio. Kayta luennolla esitet-
tyd lineaarista approksimaatiota arvioidaksesi kuinka monta prosenttia maan
vetovoima kiertoradalla 360 km korkeudella olevalla avaruusasemalla on maan
pinnalla vallitsevasta vetovoimasta. Maan séteeksi arvioidaan 6400 km.

Vihje: Merkitse maan séddettd esim. symbolilla R. Avaruusaseman etiisyytti
maan keskipisteestd voidaan merkitd R 4+ AR.

Mallivastaus: Prosentuaalinen osuus maan vetovoimasta kiertoradalla on LFAF =
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AF = F(R+ AR) — F(R) ~ F'(R)AR = —QG%AR = —2F(R)—.
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1+ - = 1—0.1125 = 0.8875.

3. Etsi differentiaaliyhtélolle y' = 3y ratkaisu, jolle y(0) = 1. Vihje: Luentoesi-
merkki.

Mallivastaus: .

d
y’:3y<:>y—:3<:>—ln|y|:3,
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josta Inly| = 3z 4+ C ja edelleen |y| = e“e3?. Sijoittamalla 2 = 0 saadaan

1 = e“. Koska eksponenttifunktio on aina positiivinen, voidaan piitelld etti
3x

y = e".



. Etsi differentiaaliyhtilolle yy' = 3 ratkaisu, jolle y(0) = 1. Vihje: Luentoesi-
merkki.

Mallivastaus:
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Sijoittamalla z = 0 saadaan 3 5 = C ja edelleen y = /6 + 1.

. Kiiytd Newtonin menetelmii yhtilon 23 4+ 2 — 1 = 0 likiméiriisen ratkaisun
16ytamiseksi sellaisella tarkkudella, jossa vaikuttaa olevan 8 desimaalia oikein.
Ohje: Valitse alkuarvo siten, ettd se vaikuttaisi olevan ldhelld nollakohtaa.

Mallivastaus: funktiolle f(z) = 23 + 2 — 1 on f(0) = —1, joten valitaan
zo = 0. Iteraatiolla x,, = x,_1 — ((3;’;) = Tp_1 — x%;gj_zl saadaan x1 = 1,
x2 = 0.75, x3 = 0.6860465116, x4 = 0.6823395826, =5 = 0.6823278039,
6 = 0.6823278038. Nayttad siis ettd viides iteraatio tuottaa tuloksen halu-

tulla tarkkuudella.

. Funktiolla ﬁ on pisteessd x = 0 tunnettu Taylorin kehitelma
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Onko siis seuraava oikein kun =z — 0:
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Enti onko seuraava oikein kun z — 1:
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Kumpi néistd on "oikea” Taylorin kehitelm& funktiolle f(z) = ﬁ?

Mallivastaus: Molemmat kehitelméat ovat oikein. Ensimmaéinen kehitelm& on
pisteeseen x = 0 liittyva Taylorin polynomi, toinen pisteeseen x = 1 liittyvi.

1
. Etsi funktiolle f(z) = =) astetta 6 oleva Taylorin polynomi pis-
teessd © = 0. Ohje: Kts. Demo 2
Mallivastaus:
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. Etsi funktiolle f(z) = (sinz)? astetta 6 oleva Taylorin polynomi pisteessi

x = 0. Vihje: Voit kiiyttdd tunnettua kehitelmai sinx = z — g—? + 0(2°) ja
kertoa tdmaén itsensd kanssa.



Mallivastaus:

(sinz)? = (T— =+ —— 4+ 0@ (z - = + —— + 0(z7))
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. Laske raja-arvo
6z sinz — 622 + 24

lim

20 6cosx + 32 — 121 — 6
kayttamalld Taylorin polynomeja pisteen x = 0 ympéaristossa.
Mallivastaus:
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