Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2023

Demonstraatio 4, 17.10.2023

1. Valitaan tarkasteluvaliksi [0,1] ja funktioksi f(x) = 2%. Valitaan lisdksi va-
lin [0,1] jaoksi tasavilinen jako D, = {0 L2 ., =11} Kirjoita niikyviin

Y nd
lausekkeet S ja Sp, ja sievennd niitd niin pitkille kuin mahdollista. Ohje:
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Mallivastaus: Funktio on kasvava, joten minimiarvo saavutetaan tarkasteluvalin
alku- ja maksimiarvo loppupisteesséd. Nain ollen
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2. Selvitd integraalin 2% dx arvo edellisen tehtévén tuloksen perusteella. Ohje:

0
Sopiva Taylorin polynomiapproksimaatio voi olla tarpeen lopullisen raja-arvon
madrittadmiseksi kun n — oo.

Mallivastaus: % 27, joten 9% 7% 1. Niin ollen edellisen tehtivin yla-
ja alasummat ldhestyvit samaa raja-arvoa. Sen méadrittamiseksi selvitetddn
polynomiapproksimaatio funktiolle:

f(x) =2 =¢e"M2 =14 2In2 + O(2?).
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Mallivastaus: Funktio ei ole méaaritelty jos nolla on integrointivililld, mutta

f(z) = < on jatkuva kun x # 0, joten silli on antiderivaatta F'(z) olemassa

jokaisella vililld joka ei sisdlld nollaa. Téallaisella vélilla on
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4. Maarita / sin® z dz. Vihje: Osittaisintegrointi ja cos? z + sin®z = 1.
0



Mallivastaus: Merkitddn kysyttyd integraalia symbolilla I, jolloin

us

2 . 9 d 2 .92 2 : 2
I = sin“xz—(—cosz)dr = /sm x(—cosx) + 2sinx cos” z dx
0 dx 0 0

= 0+2/2sinx(l—sin%)dx—2/2sina;dx—ﬂ.
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. M&&rita integraalilaskennan keinoin pinta-ala joka jid kiyrdn y = v/1 — 22 ja
x-akselin viliin kun x € [—1, 1]. Vihje: Sopiva sijoitus, kts. aiempi demokerta.

Mallivastaus: Funktio f(x) = v/1 — 22 on parillinen, joten
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Sijoitetaan = = sint, jolloin uusiksi integrointirajoiksi voidaan valita 0 ja 7 ja
3 3 51
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Huomautus: Sijoitus x = cost on yhti lailla mahdollinen ja johtaa samaan
tulokseen. Téllin integroinnin alarajaksi pitdd valita 3 ja yldrajaksi 0.

. Esitd integraalilauseke sen kappaleen tilavuudelle, joka muodostuu kun valilla
[1, M] (M > 1) médritelty kiyrd y = % pyorahtiai z-akselin ympéri. Laske
tilavuus ja arvioi kuinka suuri se voi korkeintaan olla.

Mallivastaus: Luentoesimerkin mukaan

. Esitd integraalilauseke sen kappaleen pinta-alalle, joka muodostuu kun valilla
[1, M] (M > 1) mééaritelty kiyrd y = % pyorahtad x-akselin ympéri. Pddtyjen
pinta-aloja ei lasketa mukaan.

Mallivastaus: Koska 41 = —x%, saadaan luentoesimerkin mukaan vaipan
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8. Arvioi edellisen tehtévin integraalilauseketta ja osoita ettd pinta-ala on vihin-
tddn 2mIn M.

Integraalilauseketta voidaan arvioida seuraavasti:

M
27r/ 1,/ dm>27r/ “Vit0 dx—27r/lnx—27rlnM

Jatkokysymys kolmeen edelliseen tehtiviin: Kun M kasvaa rajatta, teh-
tavissd esiintyva kappale on tilavuudeltaan rajoitettu, mutta pinta-alaltaan ra-
joittamaton. T&lloin vaikuttaisi siltd, ettd vakiom&ird maalia riittdisi taytta-
méin kappaleen olipa M miten suuri hyvinséd, mutta mikdin maird maalia
ei riittaisi sen maalaamiseen kun M kasvaa riittavin suureksi. Miten tdmé on
mahdollista?

9. Newtonin gravitaatiolain mukaan kappaleiden (massat M ja m, etdisyys s) vé-
linen voima on F' = G%, missd G on gravitaatiovakio ja etdisyys s tarkoittaa
massakeskipisteiden vélistd etdisyytta.

Tarkastellaan tilannetta jossa toinen kappaleista on maapallo (massa M, si-
de R) ja toinen pieni kappale (massa m), joka nostetaan tasaisella nopeudella
maapallon pinnalta korkeudelle h. Tdlloin massakeskipisteiden vélinen etéisyys
kasvaa arvosta R arvoon R+h. Kirjoita nostamisessa tehty tyo integraalilausek-
keena ja ma#ritd sen arvo. Ohje: Luentoruudut 12.10.

Oletetaan lopuksi ettd h on hyvin pieni R:n verrattuna. Kéytd Taylorin ap-
3
proksimaatiota saadulle lausekkeelle ja vakioille arvoja G = 6.6734-10~11 kgl_sQ,

M = 5972 10 kg, R = 6371 - 103 m esittidksesi tyon likiarvon muodossa
C - m - h. Minki likiarvon saat vakiolle C7

OhJe Jos tehty ty6 on laskettu oikein, esiintyy siini lauseke 5 R—Jrh Ottamalla

P yhteiseksi tekijaksi saadaan
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R R+h R 1+4 ]
Kaytd tunnettua Taylorin approksimaatiota sulkujen sisilla olevaan osaméi-
ralausekkeeseen.

Mallivastaus: Kun kappaletta nostetaan tasaisella nopeudella tarvitaan tdsmél-
leen maan vetovoiman suuruinen voima siirtdméaan kappaletta. Luentoesimer-
kin mukaan tehty tyo on téalloin
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Funktion f(z) = ﬁlr ensimmaéisen kertaluvun Taylorin approksimaatio on
14%:]0 = ﬁ ~ 1—x kun z — 0. Mikéli A on pieni séteeseen R verrattuna,

on % lahelld nollaa ja siksi tehtyé tyotd voidaan approksimoida lausekkeella

GM h GM h GM
g 0= R = pmy = g mh.



Vakiota %\24 ~= 9.8 on tapana merkitd symbolilla g.

Huomautus: Nostaessa tehty ty6 on sama kuin kappaleen potentiaalienergian
lisdys.



