Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2023

Demonstraatio 5, 24.10.2023

1. Selvitd suoraan madritelméin perustuen suppenevatko seuraavat integraalit:
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Vihje: Antiderivaattojen etsimiseksi sijoitus z = €' voi olla kiyttokelpoinen.
Sen avulla lienee mahdollista méirittdéd integraalien arvot, kun yldrajana on
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Mallivastaus: Sijottamalla z = e! integraaliin
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Joten ensimmadinen integraali hajaantuu.
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Sijottamalla z = e integraaliin
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joten jalkimmaéinen integraali suppenee.
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Huomautus: Tiedetdén, ettd integraali / — dx hajaantuu, mutta / dx
2

€T xl-{—e
suppenee, olipa € > 0 miten pieni hyvénsi. Toisaalta tiedetdén ettd Inx < x¢
kun z on riittdvan suuri, joten ei ole itsestdan selvad riittdako termin In x lisda-
minen lausekkeen % nimittdjain saamaan integraalin suppenemaan. Tehtavés-
s& nahtiin, ettd termin Inz lisidminen ei riitd, mutta termin In? z lisddminen
riittaa.

2. Etsi sopivat vertailufunktiot ja péittele niiden perusteella suppenevatko seu-

raavat integraalit:
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Mallivastaus: Supistamalla ensimméisté integrandia z:114 huomataan, etti ni-
mitt&djaidn jadva korkein potenssi on 1. Té&lloin kannattaa vertailufunktioksi
valita % Silloin
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Tehtdvin ensimmaéinen integraali siis hajaantuu, koska / — dx hajaantuu.
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Supistamalla toista integrandia /z:114 ndhdaan ettd nimittdjadn jadva korkein
potenssi on % ja tdman vuoksi kannattaa vertailufunktioksi valita 2. Tillgin
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Koska integraali / —3 dx suppenee, niin myos tehtiviin toinen integraali sup-
penee. o

. Selvitd suoraan midritelmiin perustuen suppeneeko seuraava integraali:
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Ohje: Olkoon e € (0,1). Laske integraali ensin vililld [e, 1] ja selvitd mita
tapahtuu, kun € — 0+.
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Integraali siis hajaantuu.

Mallivastaus:

. Selvitd suppeneeko integraali
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Mikéli integraali suppenee, mairitd sen arvo. Vihje: Suppenemisen selvittdmi-
seksi voi esittiid integrandin nimittéijissi olevan lausekkeen muodossa 1 — 2% =
(1 —2)(1+ ) ja miettia kumpi tulon tekijoistd aiheuttaa epéoleellisuuden kun
x — 1. Voi kiyttdd luentomonisteen huomautusta 29. Lisdvihjeend esimerkki

luennolla 12.10.

Mallivastaus:
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ja tekija ei aiheuta epéoleellisuutta ylarajalla, vaan se johtuu tekijista

Vits
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= . Koska % < 1, II lajin ep#oleellinen integraali suppenee.
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Integraalin arvo voidaan selvittda sijoituksella z = sint, jolloin dr = costdt ja
rajoiksi saadaan 0 ja 7:
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5. Suppenevatko seuraavat sarjat:
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Vihje: Vertaa sopivaan integraaliin.

Mallivastaus: Vertaamalla tehtdvin 1 integraaleihin voidaan pédtelld ettd en-
simméinen sarja hajaantuu ja toinen suppenee.

Huomautus: Differentiaali- ja integraalilaskennan tydkalupakin vahvuus tu-

lee hyvin esille tissd yhteydessé. llman differentiaali- ja integraalilaskentaa on
M

erittdin hankalaa selvittd esimerkiksi miten summa Z on kiyttaytyy, kun
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6. Selvitd suppeneeko sarja
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Vihje: vertaa sarjan perdkkiisid termejé ja selvitd onko niiden osamaird < ¢ <
1, kun n on kyllin suuri.

Mallivastaus: Perakkiisten termien osaméidri on
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joten sarja suppenee.

7. Madrita sarjan
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summa. Ohje: Aloita tunnetusta sarjasta (geometrinen)
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ja derivoi molemmat puolet, oikea puoli termeittiin. Kerro z:114 puolittain ja
sijoita lopuksi x:n paikalle sopiva luku.

Mallivastaus: Derivoimalla saadaan
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Sijoittamalla tdhin x = % saadaan
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8. Mé&irita sarjan
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summa. Vihje: Sama kuin edellisessé tehtdvissd, mutta derivoinnin sijasta in-
tegroi.

Mallivastaus: Integroimalla saadaan
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Integrointivakio C' voidaan selvittdd esimerkiksi sijoittamalla x = 0, mistd

ndhdédn ettd C = 0. Sijoitus x = % antaa
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9. Selitd miten funktion arctanz sarjaesitys (pisteen xp = 0) ympéristossi voi-
daan 10yta& ladhtien geometrisesta sarjasta
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Vihje: Palauta 1. demoista mieleen %arctanac, sijoita = —t? ja integroi
molemmat puolet yli vilin [0, x].
Mallivastaus: Vihjeessd ehdotettu sijoitus tuottaa yhtilon
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Integrointi puolestaa tuottaa yhtélén
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