Insinoorimatematiikka: Differentiaaliyhtalot

Demonstraatio 2, 29.2.2024

1. Ratkaise differentiaaliyhtils y” + 2y’ + y = €3 reunaehdoilla y(0) = ¢/(0) = 1
kayttamalla Laplace-muunnoksia.

2. Ratkaise differentiaaliyhtalo 3’ — %y = 22,

3. Ratkaise differentiaaliyhtils v/ + -y = z1/z.
4. Olkoon A € R. Etsi differentiaaliyhtélslle
y" —2xy + XAy =0

sarjaratkaisut alkuehdoilla y(0) = 1, 4'(0) = 0 ja alkuehdoilla y(0) = 0, ¥/(0) =
1. Mill4 vakion X arvoilla 16ytyy ratkaisu, joka on polynomifunktio? Ohje: Oleta
funktion y olevan muotoa
oo
Yy = Z anz",

n=0

derivoi termeittdin derivaattaa y’ varten ja toisen kerran y”:a varten. Sijoita
néin saadut lausekkeet differentiaaliyhtdloon, nosta/laske summausindekseji
sopivasti ja paéttele miten kerroin a,4o riippuu kertoimesta a,. Kirjoita sarjan
muutama ensimmainen termi nakyviin.

5. Ratkaise differentiaaliyhtils y3y’ = 2

6. Ratkaise differentiaaliyhtils ' = (z +1)(y + 1)
7. Totea ett# differentiaaliyhtils 322 + 22y + 3 + (22 — 4y)y’ = 0 on eksakti.

8. Etsi sellainen kahden muuttujan funktio F(x,y), ettd %—i = 322 + 32y + 3
ja %—I; = 22 — 4y. Ohje: Aloita ensimmiisesti yhtilostd ja integroi a:n suh-
teen pitden y:td vakiona. Mitd voit sanoa mahdollisesta integrointivakiosta?
Tamin jalkeen voit derivoida niin saatun funktion y:n suhteen ja verrata sitd

lausekkeeseen 2 — 4y.

9. Newtonin toisen liikelain mukaan kappaleeseen vaikuttavien voimien summa

F on yhtésuuri kuin kappaleen liikemaédran p = mwv muutosnopeus, siis F' =
%(mv). Jos kappaleen massa pysyy vakiona, voidaan tdma kirjoittaa muotoon
F = m%v = ma, mutta muuttuvan massan tapauksessa on kiytettavé tulon
derivointisdantoa.
Kirjoita Newtonin lain mukainen liikeyhtélé kuvaamaan tilannetta, jossa maan
pinnalta ldhetettdvadn avaruusrakettiin vaikuttavat voimat ovat ainoastaan
moottorin tyontévoima F' sekd maan gravitaatiovoima. Oletetaan, ettd tyon-
tovoima F' pysyy vakiona ja samalla raketin massa m vidhenee tasaisesti polt-
toaineen huvetessa: m = mgy — kt (k kuvaa polttoaineen kulutusnopeutta).

Kirjoita yhtdlo siten, ettd tuntematon funktio s edustaa raketin etdisyytta
maan keskipisteestd. Esita gravitaation suuruus Newtonin gravitaatiolain mu-
kaisessa muodossa G%, missd M on maan ja m on raketin massa ja s mas-
sakeskipisteiden véalinen etéisyys. Yhtdloa ei tarvitse ratkaista, mutta selvita
mitd menetelmii saadun differentiaaliyhtélén ratkaisemiseksi kurssilla on tois-
taiseksi esitetty (jos yhtéén).



