Insinoorimatematiikka: Differentiaaliyhtalot

Demonstraatio 2, 29.2.2024

1. Ratkaise differentiaaliyhtilo y” + 2y’ + y = €3 reunaehdoilla y(0) = ¢/(0) = 1
kayttamalla Laplace-muunnoksia.
Mallivastaus: Merkitdén Y = L[y(t)], jolloin Laplace-muunnokset laskemalla
saadaan
Y —s—14+2(sY —1)+Y =

s — 3,

ja tédstd
1 2 1
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Laplace-muunnoksen kiantamista vartem viimeisin termi on jaettava osamur-

toihin:
1 11 11 11
(s—3)(s—1)2 165—3 16(s+1) 4(s+1)2’
joten
151 +1 1 +7 1
C16s4+1  16s5s—3  4(s+1)2

Taulukon mukaan kidantamalld saadaan

1 1
_ D + —e3t — zte—t.

vt =15¢ 15 1

2. Ratkaise differentiaaliyhtalo 3’ — %y = 22,

Mallivastaus: Aloitetaan homogeenisesta versiosta:

Vakion variointi: Merkitdin y = C(x)x?, jolloin y = C'(x)x? + 22C(x), ja
sijoittamalla tdméd alkuperiiseen yhtéaloon saadaan C'(x) = 1, josta C(x) =
x + C. Niin ollen

y = (z+C)a? =2 + Ca?.

3. Ratkaise differentiaaliyhtalo 3 + ﬁy = 1/x.

Mallivastaus: Aloitetaan homogeenisesta versiosta:

, jolloin ¢/ = C’(w):c_% — %C(m)x_%,
, josta C(z) = 22 + C. Néin ollen

Vakion variointi: Merkitdén y = C(x)z~
ja sijoittamalla tdmé saadaan C'(z) = z
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33;3 + C)x*% =

4. Olkoon A € R. Etsi differentiaaliyhtélolle

y' =2y + Ay =0



sarjaratkaisut alkuehdoilla y(0) = 1, ¢'(0) = 0 ja alkuehdoilla y(0) = 0, 3/(0) =
1. Milla vakion A arvoilla I6ytyy ratkaisu, joka on polynomifunktio? Ohje: Oleta
funktion y olevan muotoa
oo
y = Z an‘rna
n=0

derivoi termeittdin derivaattaa y’ varten ja toisen kerran y”:a varten. Sijoita
néin saadut lausekkeet differentiaaliyhtdléon, nosta/laske summausindekseji
sopivasti ja padttele miten kerroin a,4o riippuu kertoimesta a,,. Kirjoita sarjan
muutama ensimmainen termi nakyviin.

Mallivastaus: Olkoon

oo
y=2_ ana"
n=0

josta
o0
y = Z napz™ L,
n=0
o0
xy = Z na,x"
n=0
ja
o o
Y’ = Z n(n —1)a,z" 2 = Z(n +2)(n + 1)aptoz™.
n=2 n=0
Taten
o0
Y —2zy + Ny = Z ((n +2)(n+ 1Dapt2 + (A — 2n)an> "
n=0

Téll6in kaikilla n:n arvoilla pitéd olla
(n+2)(n+ Dapt2 + (A —2n)a, =0,

josta
(2n — Nay,
Qa. = —-———mm
T+ 2)(n+ 1)
_ — — 4—X) (=X _
Naiin ollen ay = Ti‘ao, as = %al, ay = %ag = %ao, as = %ag =

(6=2)(2-X) 8-\ B=NE-N(=A)
6!

5 ai, ag = GEag = ap, jne. Ryhmittelemalld parilliset ja

parittomat termit erikseen saadaan

Ao A=N(EA) 4 B=NE=-N(EA) 6
—A 3 (6=XNC=N) 5 (10-=N6-NZ-)A) -
T z° + = z° + o z'+..)
Kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua saadaan valitsemalla esim. ensin
(ap,a1) = (0,1) ja sitten (ap,a1) = (1,0). Polynomaalinen ratkaisu on mah-
dollinen jos A\ = 2M on parillinen luku; talléin jommassa kummassa sarjassa
termit ovat jostain rajasta alkaen nollia.

y = ap(l+

2
+ ai(z+

. Ratkaise differentiaaliyhtils 33y’ = 22

Mallivastaus: Yhtalo on separoituva.

d 1 1
y3y<:>/y3dy:/a:2dx<:>y4:x3+C'1.
dx 4 3

Tistd voidaan edelleen ratkaista y* = %CES +Cjay= (%x?’ + C)%.



6. Ratkaise differentiaaliyhtils ' = (z + 1)(y + 1)

Mallivastaus: Yhtilo on separoituva.

dy 1

- Dy+1) e ——dy=(z+1

o (x+1)(y + )©y+1dy (x+1)dx
=

1 1
— dy = 1 = —z? .
/y+1dy /(a:+ Jdx +C < Inly+ 1] 5% +z+C

Tastd saadaan )
1,2
ly+ 1| = e2” T7HC,

joten mikali y > —1, on

y=-1+ 2@ +a+C,
Jos taas y < —1, on

y=—1-— 6%12+x+0
Jos y = —1 on vakio, ei jakaminen alussa onnistu mutta voidaan todeta etta
y = —1 on kuitenkin ratkaisu.

7. Totea etti differentiaaliyhtils 322 + 22y + 3 + (22 — 4y)y’ = 0 on eksakti.

Mallivastaus: Lasketaan

881/(3952 +2zy+3) =2z
ja
%(ZL‘Q —4y) = 2z.

Koska osittaisderivaatat ovat samat, on yhtalo eksakti.

8. Etsi sellainen kahden muuttujan funktio F(x,y), ettd %—5 = 322 + 32y + 3
ja %—5 = 22 — 4y. Ohje: Aloita ensimmiisesti yhtildstd ja integroi a:n suh-
teen pitden y:td vakiona. Mitd voit sanoa mahdollisesta integrointivakiosta?
Tamin jalkeen voit derivoida niin saatun funktion y:n suhteen ja verrata sitd

lausekkeeseen 2 — 4y.
Mallivastaus: Jos
OF

— :3x2+2xy—|—3,
ox

saadaan x:n suhteen integroimalla
F =234 2% + 32+ C(y).
Integrointivakio C(y) on vakio vain siind mielessi, etté se ei riipu x:sté, jolloin

sen derivaatta x:n suhteen derivoimalla on 0.

Niin saadulle funktiolle F' on

oF

T2 !
oy " + C'(y),

ja vertaamalla tit# lausekkeeseen 22 —4y voidaan péitelld C'(y) = —4y. Télloin
Cly) =—2y* +C ja

F(z,y) = 2® + 2%y + 3z — 4y + C.



9. Newtonin toisen liikelain mukaan kappaleeseen vaikuttavien voimien summa

F on yhtésuuri kuin kappaleen liikemaédran p = mv muutosnopeus, siis F' =
%(mv). Jos kappaleen massa pysyy vakiona, voidaan tdma kirjoittaa muotoon
F = m%v = ma, mutta muuttuvan massan tapauksessa on kiytettavé tulon
derivointisddntoa.
Kirjoita Newtonin lain mukainen liikeyht&lé kuvaamaan tilannetta, jossa maan
pinnalta ldhetettdvidn avaruusrakettiin vaikuttavat voimat ovat ainoastaan
moottorin tyontévoima F' sekd maan gravitaatiovoima. Oletetaan, ettd tyon-
tovoima F' pysyy vakiona ja samalla raketin massa m vihenee tasaisesti polt-
toaineen huvetessa: m = mg — kt (k kuvaa polttoaineen kulutusnopeutta).

Kirjoita yhtdlo siten, ettd tuntematon funktio s edustaa raketin etdisyytta
maan keskipisteestd. Esitd gravitaation suuruus Newtonin gravitaatiolain mu-
kaisessa muodossa G%, missd M on maan ja m on raketin massa ja s mas-
sakeskipisteiden vilinen etdisyys. Yhtdlod ei tarvitse ratkaista, mutta selvita
mitd menetelmid saadun differentiaalivhtélon ratkaisemiseksi kurssilla on tois-
taiseksi esitetty (jos yhtaan).

Mallivastaus: p p M
m v m
— —=F-G——
T 2
joka voidaan kirjoittaa muotoon
M — Kkt
—kv+ (mg — kt)v' = F — G%
S
ja edelleen
M — kt
(mo — kt)s" —ks' = F — G%.
S

Tehtévan differentiaaliyhtilo on "rakettitiedettd” ja vaikea ratkaista. Kurssilla
ei ole esitetty suoria menetelmia sen ratkaisemiseksi.

DY voidaan kirjoittaa muotoon

,, c , F GM
s — 5

s = —
mg — kt mg — kt s

ja téstd linearisoitu DY

S// k S/ — F
mo — kt mo — kt

osataan ratkaista kurssilla esitetyilla menetelmilld, kun sijoitetaan s’ = v, jos-
ta s” = v/. Kun linearisoidulle versiolle on ldydetty jokin ratkaisu sy, voidaan
alkuperdisen DY:n ratkaisua yrittad etsid jollakin funktion sy, sisdltévalla yrit-
teelld, mutta tdma ei kuitenkaan takaa ratkaisun l6ytymisté.



