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Huomioita sisallosté: Insindorimatematiikan opintokokonaisuuden tarkoitus on esittdéd perustie-
dot valikoiduista matematiikan tyokaluista, joita sovelletaan teknillisilld aloilla.

Mairitelménsa perusteella funktion derivaatta edustaa funktion kuvaaman ilmion hetkellistd muu-
tosnopeutta. Tamén vuoksi on ymmaérrettivad, ettd luonnonilmiditd kuvattaessa on usein kéytettava
yhtiloitd, joissa esiintyy sekd funktio ettd sen derivaatta tai useampikertaisia derivaattoja, siis diffe-
rentiaaliyhtdloitd

Differentiaaliyhtdloitd on kidytetty mallintamaan fysikaalisia ilmio6itd aina Newtonin ajoista asti.
Niitd kiytetddn klassisen mekaniikan, sdhkomagnetismin, kvanttimekaniikan ja suhteellisuusteorian
matemaattisessa esityksessi. Néiden liséksi differentiaaliyhtéloitd kidytetddn myos biologisissa, ke-
miallisissa ja taloustieteellisissd malleissa.






Luku 1
Differentiaaliyhtilot (DY:t)

Differentiaaliyhtédlon kisitettd luonnehditaan seuraavasti:

Miiritelmi 1. Differentiaaliyhtilolli (DY) tarkoitetaan yhtilod F(z,y,y,y",...,y") = 0,
missd F on lauseke, joka sisiltdd muuttujan ¢, tuntemattoman funktion y = y(z) seké timén
yhden- tai useammankertaisia derivaattoja y', y" e y("). Lukua n kutsutaan differentiaaliyh-

tdlon kertaluvuksi.

Erityisesti differentiaaliyhtédléiden yhteydessd jatetddan usein muuttuja merkitsemaittd ja siis mer-
kintsjen y(t), '(¢), ..., y™ (¢) sijaan kiytetiin merkintsj y, v, ..., ). Muuttujan merkinti ¢ x:n
sijaan on perua yleisimmisti fysikaalisista sovelluksista, joissa muuttujana toimii aika.

Miiritelmi 2. Differentiaaliyhtidlon ratkaisun kuvaajaa kutsutaan integraalikdyrdksi. Yleen-
sd integraalikdyrid on ddreton mddrd, mutta yksikéasitteiseen ratkaisuun voidaan silti yleensd

piiityd reunachdoilla y(0) = co, y'(0) = ¢y, ..., y(n)(O) =cp.

1.1 Yksinkertaiset DY:t

Yksinkertaiseksi differentiaaliyhtéloksi sanotaan sellaista, jonka ratkaiseminen on pelkké integroin-
titehtdva.

Esimerkki 1. Differentiaaliyhtilon y' = 2t — 1 ratkaiseminen palautuu pelkiksi antiderivaatan etsimi-
seksi: Yleinen ratkaisu on muotoa y = F—t+ C, missé C on jokin vakio.

Yksinkertaisille differentiaaliyhtdloille on tyypillisti se, ettd etsittavistd funktiosta esiintyy vain de-
rivaatta, eikd itse funktiota. On huomattava, etti toisinaan voidaan hankalamman nékoinen differen-
tiaaliyhtdld kirjottaa yksinkertaiseen muotoon (vrt. radioaktiivisen hajoamisen differentiaaliyhtdlo
kurssilla Differentiaali- ja integraalilaskenta): differentiaaliyhtdlo

N'(t) = =AN(z)
voidaan kirjoittaa muotoon
d
EIHN = —/l,

joka on yksinkertainen funktion In N suhteen.
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1.2 Lineaariset DY:t

Maaritelma 3. Muotoa

any(n) +a,,_1y(n_1) +..+ay +ayy +agy = b(t) (1.1)
olevaa differentiaaliyhtédlod kutsutaan lineaariseksi. Jos a,, a,—1, - . ., a; ja ag ovat vakioita, sa-
notaan yhtiloa vakiokertoimiseksi lineaariseksi differentiaaliyhtéloksi. Jos b(¢) on nollafunk-
tio, sanotaan lineaarista differentiaaliyhtdlod

(n=1)

a,,y(n)+an_]y +...+a2y"+a1y'+aoy=0 (1.2)

homogeeniseksi.

Lause 1. Olkoon C" n kertaa derivoituvien funktioiden joukko. Miidiritellidn funktioiden yh-
teenlasku ja skalaarimonikerta kuten aiemmin. Tdlloin homogeenisen differentiaaliyhtdilon
(1.2) ratkaisut muodostavat avaruuden C" aliavaruuden.

Todistus. Olkoon V € C" differentiaaliyhtilon (1.2) ratkaisujen joukko ja yi, y, € V. Derivoinnin
lineaarisuuden perusteella

(n-1)

an(0yy + By2) " +api (yy + Bya) "+ ay (e, + Bya) +ao(ay) + Byn)
) (n—1)

(n i !
= a(ayy)  +am-1yp +...+ay+ay +agy)
(n) (n-1) " I
+ Blany, +an-1y; +...+amt+ay;+agy:)=0-0+-0=0,
siis myos ay; + By, € V. Niin ollen V on vektoriavaruuden C" aliavaruus.

Seuraava lause esittdd luonnehdinnan lineaarisen differentiaaliyhtélon ratkaisujoukosta.

Lause 2. Oletetaan ettd funktiot a; ja b ovat jatkuvia. Silloin n:nen kertaluvun homogeenisel-
la differentiaaliyhtdlolld (1.2) on aina n lineaarisesti riippumatonta ratkaisua yy, y3, --., Yn,
Jjoiden lineaarikombinaationa saadaan kaikki ratkaisut:

y=ciy1t+cey) ...+ ¢y,

Epdhomogeenisen differentiaaliyhtdlon (1.1) kaikki ratkaisut ovat muotoa

y=cyrteyrt+...+cuyn t o,

missd yy, ..., Y, ovat homogeenisen differentiaaliyhtdilon (1.2) riippumattomat ratkaisut ja y
Jokin yksittdinen epidhomogeenisen differentiaaliyhtilon (1.1) ratkaisu.

Todistus. Sivuutetaan.

Huomautus 1. Edellinen lause on analoginen sen tuloksen kanssa, ettd lineaarisen yhtdloryhmén
Ax = b kaikki ratkaisut voidaan kirjoittaa muodossa c¢1Xq + ... + cx€; + X, missd ¢; ovat mitd hyvin-
sd lukuja, x; ovat lineaarisesti riippumattomia vastaavan homogeenisen yhtdlon Ax = 0 ratkaisuja, ja
X( on alkuperidisen yhtdlon yksittdisratkaisu (kts. Lineaarialgebra).

Lineaarialgebran kurssilla kiytettiin pddasiassa Gaussin-Jordanin menetelmaid, jolla voitiin todeta
avaruuden R" vektoreiden lineaarinen riippumattomuus tai riippuvuus. Menetelmi ei vilttimitti
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sovellu, mikili tarkasteltava vektoriavaruus on diretonulotteinen (kuten C") tai mikili ei ole selvid,
miten koordinaattivektorit sen alkioille mééritetdan.

Todetaan siksi lineaarinen riippumattomuus erityistd tyyppid oleville funktiojoukoille. Yleises-
ti ottaen vektoreille ei kuitenkaan voida midritelld ddrettomid summia (sarjoja), joten ddrettomid
joukkoja varten tulee asettaa seuraava midritelma.

Miidiritelmi 4. Aireton vektorijoukko on lineaarisesti riippumaton, jos sen jokainen #irellinen osa-
joukko on sellainen.

Lause 3. Polynomijoukko {l,x,xz,x3, ...} on lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Valitaan jokin direllinen osajoukko {x"!, ..., x"*}, ja muodostetaan lineaarikombinaatio
P(x) = ¢y X" + ...+ ¢, X™. Mikili timé lineaarikombinaatio on nollafunktio, on Taylorin sarjoja
koskevan tuloksen mukaan ¢,, = ... =¢,, =0.

Lause 4. Funktiojoukko {elx | A € C} on lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Valitaan jokin dérellinen osajoukko
(M M) (1.3)

ja osoitetaan induktiolla k:n suhteen, ettd muotoa (1.3) oleva joukko on lineaarisesti riippumaton.
Jos k = 1, on tarkasteltava joukko muotoa {e)”x} ja lineaarisesti riippumaton, silld joukon ainoa
alkio ei ole nollafunktio. Oletetaan sitten, ettd jollekin arvolle kK — 1 muotoa (1.3) oleva on lineaari-
sesti riippumaton, ja osoitetaan, ettd ndin on myds arvolle k.
Oletetaan, etti

)L|x

A=
e+ e

Jakamalla ***:114 saadaan

A=A Ak—1—A
cle( ! k)x+...+ck_1€( k=1 k)x+Ck=O,

josta derivoimalla ndhdéén, ettid
(&1 (;L] - )»k)e(l] A +.. .+ Croq (z’k—l - Ak)elk—l_kk =0.

Induktio-oletuksen perusteella ¢; (A} —A) = ... = i1 (M-1 — A) =0, jostac; = ... = ¢, =0 ja
edelleen ¢ = 0.

1.2.1 Vakiokertoimiset lineaariset DY:t

Vakiokertoimisella differentiaaliyhtélolla tarkoitetaan muotoa

a,,y(n)+a,,_1y(n_1)+...+a1y+a0y=b (1.4)
olevaa differentiaaliyhtdlod, jossa kerroinfunktiot a; ovat vakioita, mutta funktion b ei tarvitse olla
vakio. T4td muotoa olevaan differentiaaliyhtdloon voidaan tietenkin myos soveltaa lausetta 2, jonka
mukaan yhtélon (1.4) kaikki ratkaisut saadaan midrittamalld yksi ainoa (yksittdisratkaisu) yy yhtd-
I6lle 1.4 ja yhdistdmalld se homogeenisen yhtidlon
any(n)+an_1y(n_l)+...+a1y+a0y=0 (1.5)
ratkaisujoukkoon, jonka lauseen 2 mukaan generoi n lineaarisesti riippumatonta ratkaisua yy, ..., .
Vakiokertoimisen, homogeenisen lineaarisen differentiaaliyhtidlon ratkaiseminen on melko help-
poa, silld suoraan laskemalla voidaan todeta, ettd yhtilolla
(n=1)

a,,y(”)+an_1y +...4+apy=0 (1.6)

on aina muotoa y = eM oleva ratkaisu. Tatd varten lasketaan derivaatat y’ = leh, y" = kzeh,
3 = 1M ja sijoitetaan nimi yhtiloon (1.6):
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-1
a,,?tnexx +a,_ A" M+ aoeh =0,
mistd ¢**:11d jakaminen antaa

a A" +a, A"+ +ag =0. (1.7)

Yhtélolld (1.7), jota kutsutaan differentiaaliyhtdlon (1.6) karakteristiseksi yhtdldoksi, on algebran pe-
ruslauseen nojalla korkeintaan k < n erisuurta ratkaisua Ay, ..., Ay, joista jokaisesta saadaan alkupe-

rdisen yhtélon (1.6) ratkaisu " Jos juuria A; on tarkalleen n, ovat tidssid lauseen 4 mukaan kaikki
alkuperdisen yhtilon riippumattomat ratkaisut, kun taas siind tapauksessa ettd k < n, on differenti-
aaliyhtélolld (1.6) my6s muita riippumattomia ratkaisuja.

Voidaan osoittaa, etté jos A; on karakteristisen yhtélon j-kertainen juuri, niin differentiaaliyh-

talolld (1.6) on ratkaisut
Aix Aix 2 Aix Xl -1 Aix
e, xe  xe ... e,

Riippumattomista ratkaisuista yy, ..., y, saadaan kaikki ratkaisut nédiden lineaarikombinaatioina
Clyl +... +Cnyn-

Tarkastellaan erityisesti sellaista ratkaisua elx, jossa A = a +if3 on kompleksiluku. Mikili karak-
teristinen yhtdlo on reaalikeroiminen, on myos A yhtélon ratkaisu, ja télloin kompleksiset ratkaisut

M ja ™ voidaan korvata reaalisilla ratkaisuilla e** cos Bx ja e* sin Bx. Tami johtuu siiti, etti til-

(okif)x _ jox £iBx ks edelleen Eulerin kaavan perusteella on muotoa

16in voidaan kirjoittaa e
¢™(cos Bx +isinBx).
Esimerkki 2. Toisen kertaluvun homogeenisen differentiaaliyhtidlon

Y +ay +by =0, (1.8)

ratkaisut voidaan 10ytdd seuraavasti: Edellamainitun perusteella yhtdl6llda on muotoa y = M oleva
ratkaisu. Talloin y' = LM ja y" = ),zeh, ja ndma sijoittamalla saadaan karakteristiseksi yhtéloksi

Az+aﬂt+b=0,

jonka ratkaisut ovat A = —2 + (‘5’)2 — b. Yhtiilon kisittely voidaan jakaa kolmeen osaan:

a
2

1H)D= (‘5’)2 —b > 0. Tillgin yhtilolld (1.8) on kaksi ratkaisua y; = ¢ ja yy = ¢, missi A,
—‘21+\/5ja),2 = —6—21 —\/5.

2) D= (%)2 — b < 0. Télloin yhtélolld on kaksi kompleksista ratkaisua e

B = VD, joita vastaavat reaaliratkaisut y, = ¢** cos Bx ja y, = ¢** sin Bx.

+i e .
(Ot_lﬁ)x, missa & = -3 ja

3)D= (‘5’)2 — b = 0 Tillin yhtilolli on ratkaisu y; = e~ 2*. Voidaan todeta, etti tilldin myds v

xe”** on myos ratkaisu, joka on edellisestd riippumaton.
Jokaisessa tapauksessa yhtdlon kaikki ratkaisut saadaan riippumattomien ratkaisujen lineaari-
kombinaationa
Ciy1 +Coya.

Yksikisitteisen ratkaisun mairadavit reunaehdot.

Esimerkki 3. Ratkaistaan differentiaaliyhtdlo
y' +4y=0. (1.9)

Yleinen ratkaisu on muotoa y = e}u, josta y' = AeM ja y" = lzeh, ja sijotus differentiaaliyhtdloon
antaa



1.2 Lineaariset DY:t 9

/’Lzeb +4.M = 0

)

mistd 12 = —4 ja siis A = +2i, josta saadaan kompleksiset ratkaisut eiizx, joita vastaavat reaaliset
ratkaisut ovat y; (x) = cos2x ja y,(x) = sin2x.
Yhtélon (1.9) yleinen (reaalinen) ratkaisu on siis

y(x) = Cy cos2x + C, sin2x.
Reunachtojen y(0) = yo, y' (0) = y; kiinnittdm ratkaisu saadaan laskemalla
y'(x) = =2C; sin2x + 2C; cos 2x,
seki sijoittamalla x = 0 kumpaankin yhtdlsén: yo = y(0) = Cy ja y; = y'(0) = 2G,.
Esimerkki 4. Ratkaistaan aiemmasta kurssista tuttu radioaktiivisen hajoamisen differentiaaliyhtélo

V==, (1.10)
missd A on vakio ja alkuehtona toimii y(0) = yo. Kéytetdén yritettd y = ™, jolloin y' = ae” ja
sijoittamalla yhtdl66n saadaan

ot ot

ae =—-Ae

josta jakamalla saadaan yhtdlé o = —A. Titen yhtdlon yksi ratkaisu on y; = e_M, ja kaikki ratkaisut
saadaan tdmin skalaarimonikertoina A
y=Ce .

Vakio C voidaan kiinnittdd alkuehdon perusteella: y, = ce 0 =c.

1.2.2 Yksittiisratkaisun etsiminen yritteelld

Vakiokertoimisen differentiaaliyhtdlon

1)

any(n) +a,,_1y("_ +...+ay +agy= b(x) (1.11)

ratkaisujen saamiseksi pitdi siis ensin etsid homogeenisen DY:n

a”y(n) +a,,_1y(n_l) +...+a;y +agy=0

ratkaisut yy, ..., ¥, ja kuten edelld on nédhty, nimi voidaan 16ytad kdyttdmalla yritettd y = M. Ti-
min jdlkeen pitdd 16ytdd jokin DY:n (1.11) yksittdinen ratkaisu yg. Yksittdisratkaisun 16ytdmiseksi
on kiytettdvissd kaksi menetelméd, yrite ja Laplace-muunnos. Laplace-muunnokset ja niiden perus-
ominaisuudet esitellddn erillisessi liitteessa.

Yritemenetelmé koostuu seuraavista periaatteista:

* Jos b(x) on astetta n oleva polynomi, yrité astetta n olevaa polynomia.

e Josb(x)= ae™ (tai acoskx tai asinkx), yrita ratkaisua y = A (tai Ay coskx + A, sinkx).

* Jos b on edellamainittujen tulo, yritd samanmuotoista ratkaisua.

* Jos b on edellamainittujen summa, tee yrite jokaiselle summattavalle erikseen.

» Jos yrite siséltad termin, joka on homogeenisen DY:n ratkaisu, kerro se muuttujalla. Toista
tarpeen vaatiessa.

Esimerkki 5. Etsitddn DY:n y' +y= ¢~ kaikki ratkaisut. Aloitetaan homogeenisen yhtdlon y' +y=0
ratkaisuista, jotka saadaan sijoittamalla y = M Niin ollen e + e = 0,josta A = —1.

Homogeenisen yhtdlon ratkaisut ovat titen muotoa y = ce”’ ja yksittdisratkaisun 10ytdmiseksi
valitaan yrite y = Ae”'. Koska timi on homogeenisen yhtilon ratkaisu, muutetaan yrite muotoon
y =Ate . Tillsin
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y =Ae —Ate”"

ja sijoittamalla yhtdlo6n saadaan

Ae” —Ate +Ate =T > A=1.

Niiin ollen yleinen ratkaisu on y = ce”' +ze .

Esimerkki 6. Ratkaistaan seuraavat differentiaaliyhtilot:

. y"+3y'+2y=x2+l
n I .

e y +3y +2y=sinx

. y" + 3y' + 2y = sinhx

1.2.3 Ratkaisun etsiminen Laplace-muunnoksilla

Myos Laplace-muunnokset (kts. erillinen liite Laplace-muunnoksista) tarjoavat tyokalun vakioker-
toimisten differentiaaliyhtiloiden ratkaisemiseksi. Niiden avulla voidaan muuntaa muotoa (1.11)
oleva differentiaaliyhtild algebralliseksi yhtiloksi, josta voidaan ratkaista tuntematon funktio Y () =
L[y()](s). Etsitty funktio y(¢) saadaan tdmén jilkeen kéinteiselld Laplace-muunnoksella. Yleensi
oletetaan, ettd y on oikealta jatkuva nollassa.

Esimerkki 7. Ratkaistaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo
Y +dy=1 (1.12)
2

alkuehdoilla y(0) = 1 ja y'(0) = 2. Nyt £[y"] = s
muunnoksilla muotoon

Y(s) —s—2 ja (1.12) saadaan siis Laplace-

1
SY(5)—s—2+4Y(s) = 5,
s
mistd voidaan ratkaista
V(o) e a2, ] I R PR N B
s) = = - - ——
2 +4 S +4 (P +4) SP+4 S2+4 42 P2 +4

Originaalifunktio saadaan taulukosta: y(t) = cos2t + sin2f + i(t - % sin2¢) = cos2t + % sin2t + it.

Edellinen esimerkki sisilsi perustelemattomia oletuksia, kuten sen, ettd alkuperdisen differenti-
aaliyhtdlon ratkaisu on originaalifunktio ja nollassa jatkuva oikealta. Myoskidn ei tarkasteltu sitd,
missi alueessa Laplace-muunnos oli médritelty. Sovellusten kannalta niilld heikkouksilla ei kuiten-
kaan ole yleensd merkitystd, silld kun differentiaaliyhtélon ratkaisu on saatu, voidaan sen oikeelli-
suus tarkistaa ja méadrittelyjoukko 16ytdéd yleensd melko helposti. Ratkaistaessa differentiaaliyhtéloitd
Laplace-muunnosten avulla tehdédén ratkaisusta yleensi dskeisen esimerkin oletukset.

Esimerkki 8. Ratkaistaan differentiaaliyhtdlo
y' ~3y= SeZI

alkuehdolla y(0) = 2. Laplace-muunnokset laskemalla saadaan till5in

8
SY(S) —2—3Y(S) = s_—z,
mistd voidaan ratkaista Y (s):
Y(s) 2s+4
§5)= ————.
(s=3)(s-2)

Niin saadulle lausekkeelle 16ytyy osamurtohajotelma (kts. Erillinen liite osamurtohajotelmista):

2s+4 10 8

(s=3)(s=2) s-3 s-2
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minkd avulla originaalifunktio voidaan maérita:

y(t) = 10e™ — 8%

Esimerkki 9. Ratkaistaan . ’ 5
y +3y —4y=e !

alkuehdoilla y(0) = 2, y'(0) = 1. Laplace-muunnoksilla saadaan

1
szY(s)—Zs—1+3(sY(s)—2)—4Y(s) =3,
miké voidaan kirjoittaa muotoon
(5 + 35 —4)¥(s) =257 = —
s s s s=7= 23
ja edelleen
25" +5-20 25" +2-20

T ) B C D e[ O

Tille 16ytyy osamurtohajotelma

_17 1 +8 1 +1 1
T10s—1  35s5+4  14s5-3’

Y (s)

josta voidaan méadriti originaalifunktio:

178 4 1oy
y(t)—me tase e

Esimerkki 10. Ratkaistaan differentiaaliyhtilo
n
y +y=cost

alkuehdoilla y(0) = y'(0) = 0. Laplace-muunnokset laskemalla saadaan

szY(s) +Y(s)= szi- T
misti :
Y(s) = ﬁﬁ = L[sin](s)L[cos](s) = L[sin *cos](s),

jolloin siis y(¢) = (sin*cos)(t) = %t sinz.
T#amin esimerkin originaalifunktio y(¢) voidaan selvittd4 myds suoraan taulukosta.

Laplace-muunnosten sovellusalue ulottuu myos lineaarisia differentiaaliyhtéloitd kauemmaksi,
kuten seuraavasta esimerkistéd ilmenee.

Esimerkki 11. Ratkaistaan differentiaaliyhtidlopari

y'+4y+4z= 0
z'+2y+6z =0

alkuehdoilla y(0) = 3, z(0) = 15. Laplace-muunnettu pari on muotoa

1l
)

sY(s)=3+4Y(s) +4Z(s)

sZ(s)—15+2Y(s)+6Z(s) = 0,

mistd voidaan ratkaista et g |
_ _ 3s— _

Y(s) = Ta10s416 542 T a8
Z(S) — 155+54 —

s2+10s+16 s+2 s+

Vastaavat originaalifunktiot ovat
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y(t) = —8e X +11e7¥
(1) = de + 117,

Laplace-muunnokset eivit kuitenkaan ole yksinkertaisin tapa ratkaista timénlaisia DY-pareja. Las-
kennallisesti parempaan menetelméén tutustutaan myshemmin.

Huomautus 2. Seuraava tapa ratkaista vakiokertoiminen lineaarinen DY saattaa olla pelkkid Laplace-
muunnoksia tehokkaampi:

» Etsitiidn kaikki homogeenisen yhtélon ratkaisut eksponenttimuotoisella yritteelld.

» Etsitdén yksittdisratkaisu kdyttdmillda Laplace-muunnoksia ja reunaehtoja, jotka on valittu sopi-
vasti helpottamaan laskutoimituksia. Valinta y(0) = y'(0) = y"(0) = ... = 0 on usein kiyttokel-
poinen.

1.2.4 Ensimmidiisen kertaluvun lineaarinen DY

Aiemmin on kisitelty vain vakiokertoimisia lineaarisia differentiaaliyhtdloitd. Néité esiintyykin var-
sin tyypillisesti piiritekniikassa, mutta myos ei-vakiokertoimisia esintyy hyvin yleisesti erityisesti
fysikaalisten ilmididen mallinnoksissa.

Yleisid ratkaisumenetelmié ei-vakiokertoimisille lineaarisille differentiaaliyhtiloille on kuitenkin
varsin vihin, mutta 1. kertaluvun lineaariselle DY:1le tunnetaan tiydellinen ratkaisumenetelma.

Ensimmadisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon

Y +a(x)y = b(x), (1.13)

ja tdmin ratkaisemiseksi tarkastellaan aluksi homogenisoitua yhtalod
y +a(x)y =0, (1.14)
joka voidaan kirjoittaa muotoon

!
Y = —
v = a(x). (1.15)

1
Koska %{ Iny = ‘;, saadaan (1.15) muotoon
d d
alny = Ec( - Ja(x)dx),

Iny = —Ja(x)dx+C.

Niin ollen homogeenisen yhtélon ratkaisu on

josta puolestaan

vy = €Ce_ Ia(x)a’x7

missd C voidaan valita vapaasti. Jos merkitidéin e = C|, saadaan muoto

vy = Cle_ [a(x)dx

missd C| on vapaasti valittava vakio.

Esimerkki 12. Differentiaaliyhtidlo xy' +y = 0 voidaan kirjoittaa homogeenisen differentiaaliyhtilon
muotoon y' + )lc y = 0, jonka yleinen ratkaisu on
- ¢

—Inx
y(x) = Ce =Ce =<
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Alkuperidisen (epahomogeenisen) differentiaaliyhtdlon (1.13) ratkaisu saadaan menettelylla,
jota kutsutaan vakion varioinniksi. Vakion varioinnissa kaytetddn lahtokohtana homogenisoi-
dun differentiaaliyhtdlon (1.14) ratkaisua yy, merkitdén y = C(x)yy (x) ja sijoitetaan néin saatu
uusi funktio alkuperdiseen yhtilo6n, ja ratkaistaan funktio C(x).

Aluksi todetaan, etti y' = C’yH + Cy}i, joten sijoitus antaa
C'yH + Cy'H +aCyy =b.

Koska yy oletettiin homogeenisen differentiaaliyhtédlon ratkaisuksi, on Cy;q +aCyy =C( y'H +ayy) =
0 ja siis paadytiddn yhtdloon C 'yH = b, josta josta C voidaan ratkaista integroimalla:

C(x) = J' () 4t p

v (x)

Talloin siis alkuperidisen differentiaaliyhtédlon (1.13) ratkaisu on

b(x)

ke

3(x) = Byp(x) + 3y (x) j

missd

Esimerkki 13. Ratkaistaan y' + 2xy = x. Tarkastellaan aluksi homogenisoitua yhtdlod y' +2xy =0,
joka voidaan kirjoittaa muotoon

d y'
—Iny ==

o S = (1.16)

2
jostalny = —x2; tilloin siis y = e on eris homogenisoidun yhtilon ratkaisu. Alkuperiisen yhti-

16n ratkaisujen saamiseksi suoritetaan vakion variointi:

2
—X

y(x) = C(x)yn (x) = C(x)e

2 2
mistd nihdddn, ettd y = C'e™ +Ce™ (=2x) = C'yy — 2xyyC. Sijoittamalla timi alkuperiiseen
yhtdl6on saadaan
C'yH —2xygC + 2xCyy = x,

miké voidaan edelleen kirjoittaa muotoon
C'(x)yn(x) = x.

2 2
Tisté funktiolla vy (x) = ¢~ jakamalla saadaan differentiaaliyhtils C'(x) = xe* . Funktio C(x) saa-
daan téstéd integroimalla

Xz 1 X2
C(x)=Jxe dx=§e +B.
Alkuperidisen differentiaaliyhtédlon ratkaisu on siis muotoa

() = Clely(x) = (3" +B)e™ =2 +Be™

missd B on vakio.
Esitetddn vield yhteenveto ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtidlon
y +a(x)y = b(x) (1.17)

ratkaisemiseksi. Menetelmi jakautuu kahteen vaiheeseen, joista ensimmaéinen on yhtdlon (1.17) ho-
mogeninointi ja homogeenisen yhtilon ratkaisu. Homogenisointi merkitsee funktion b(x) korvaa-
mista nollafunktiolla, ja ratkaisu homogeeniselle yhtilolle saadaan jakamalla y:114 ja huomaamalla,
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I
ettd logaritmin derivointisddnnon perusteella voidaan kirjottaa ); = DlIny. Talloin homogeenisen yh-

tdlon ratkaisu palautuu integrointitehtidviin, kuten aiemmin on todettu. Kun homogeenisen yhtilon
yksi ratkaisu yg on saatu (tdlloin myos Cyy, missd C on vakio, on homogeenisen yhtilon ratkaisu),
siirrytddn vaiheeseen, joka tunnetaan nimelld vakion variointi. Taimé merkitsee sitd, ettd homogeeni-
sen yhtilon ratkaisussa Cyy vakio C korvataan funktiolla C(x). Tdmin jilkeen sijoitetaan y = C(x)yy
alkuperiiseen differentiaaliyhtiloon. Kun otetaan huomioon, etti y' = C'(x)yy + C(x)y}y, voidaan to-
deta etti sijoitus tuottaa (sievennysten jéilkeen) yhtilon, josta C(x) voidaan ratkaista integroimalla.

1.2.5 Toisen kertaluvun lineaariset DY:t

Toisen kertaluvun lineaariselle differentiaaliyhtilolle

y' +a(x)y +b(x)y = e(x), (1.18)

ei ole olemassa integrointiin perustuvaa yleistd ratkaisumenetelmédid edes homogeenisessa tapauk-
sessa ¢(x) = 0. Tdméi on harmillinen puute sovellusten kannalta, silld suuri osa fysikaalisten ilmi6i-
den mallinnuksesta perustuu toisen kertaluvun differentiaaliyhtédloihin. Toisaalta niitd on tutkittu jo
Newtonin piivistd asti ja siksi tunnetaan lukuisia erikoistapauksia, jotka osataan ratkaista.

Toisen kertaluvun lineaarisia differentiaaliyhtéloitd koskee myos yleinen tulos: Jos lineaarisesti
riippumattomia ratkaisuja on 1oydetty kaksi, saadaan ndiden lineaarikombinaatioina kaikki homo-
geenisen yhtilon ratkaisut.

Esimerkki 14. Voidaan todeta, ettd y; (x) = xja y;(x) = % ovat molemmat differentiaaliyhtilon

Oy ey —y=0 (1.19)

ratkaisuja. Nama ratkaisut ovat my0s (lineaarisesti) riippumattomat, silld jos kaikilla x:n arvoilla on
Cix+ Czi =0, on C1x2 + G, =0, joten C; = C, = 0. Télloin yhtdlon (1.19) yleinen ratkaisu on siis
muotoa Cyx + CZ%.

Toisen kertaluvun lineaariselle differentiaaliyhtilolle voidaan toisinaan 16ytéd4 jokin ratkaisu pel-
kistddn arvaamalla tai kokeilemalla. Mikili yksikin ratkaisu 16ytyy homogeeniselle versiolle, voi-
daan tdmén jdlkeen ainakin periaatteessa 10ytédd kaikki ratkaisut.

Lause 5. Jos y, on jokin differentiaaliyhtilon
" !
y +ay +by=0
tunnettu ratkaisu, voidaan kaikki differentiaaliyhtilon
n !
y +ay +by=c
ratkaisut loytdd (ainakin periaatteessa).

. PURTeN . . I I I. U I I 1 1 n 1 I 1 1
Todistus. Merkitdiny =y v,jolloiny =y v+y;v jay =yjv+yv +y;v +y;v =yjc+2yv +yv
ja sijoitus yhtdloon

y"+ay'+by =c

antaa

n If n I !
yiv+2yv +yv +a(ypv+yv)+byv=c
1" I I I " 1
= yv +20v +ayv +(y; +ay; +by)v=c
1 I
&= yiw + (ay +2y1)w = c,
missd viimeiselld rivilld on merkitty w = v'. Viimeksi saatu yhtdlod on ensimmdisen kertaluvun line-

aarinen differentiaaliyhtdlo funktion w suhteen, joten se voidaan periaatteessa ratkaista ja lopuksi v
saadaan integroimalla yhtilo V= w.
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Esimerkki 15. Olkoon r vakio ja y = y(¢) muuttujan ¢ funktio. Etsitién differentiaaliyhtélon
Y =2y ity =1 (1.20)
ratkaisut ilman Laplace-muunnoksia. Sijoitetaan y = M homogenisoituun yhtidloon
i U 2
y =2ry +ry=0,

jolloin saadaan
At

2 A A 2
A7t —2rre™ + 17 =0,
ja eksponenttifunktio jakamalla AP=2rA 417 =0, jonka ainoa ratkaisu on A = r.
e o 1 I. " I n e . e ae veqesse
Sijoitus y = ¢ vantaa y' = re"v+e™v jay" = 7" v+2re"V +¢"V". Sijoittamalla nima yhtiloon
(1.20) saadaan
2 ! " 2 I 2
reva2re™ + MV =27 v =2rV + ey = t,

joka sievenee muotoon
" —rt

v =te
ve s . I - - N N . .
Tiistd saadaan ensin v = —‘e " rlze " 4+ C ja toiseen kertaan integroimalla
v=—e $ +—%e " +Cit+G,.

I r-
Lopuksi

1 ! 2 1 1

y=erv=—2+—3+C1ter +C2er. (1.21)
I r

Voidaan todeta, ettii re”" ja e’ ovat lineaarisesti riippumattomat homogeenisen yhtilon ratkaisut ja et-
td r’—z + r% on yhtdlon (1.20) yksittdisratkaisu. Lauseke (1.21) sisdltdd siis kaikki differentiaaliyhtédlon
(1.20) ratkaisut.

1.2.6 Sarjaratkaisut

Aiemmin tédssd luvussa on todettu, ettd melko harvoille differentiaaliyhtdlotyypeille on olemassa
yleisti ratkaisumenetelmii. Sarjaoppi tarjoaa mahdollisuuden ratkaisujen loytimiseen joissakin sel-
laisissa tapauksissa, joissa aiemmat menetelmit eivit toimi.

Luonnontieteissi, erityisesti fysiikassa erityisen térkeitd ovat toisen kertaluvun differentiaaliyh-
talot

Y a(x)y' +b(x)y = e(x),

joille ei kuitenkaan ole olemassa yleistéd ratkaisumenetelmid. Aiemmin kuitenkin huomattiin, ettid
jos vastavalle homogeeniselle yhtélolle

y' +a(x)y +b(x)y=0

16ytyy jokin ratkaisu, niin alkuperdisen yhtdlon kaikki ratkaisut voidaan 16ytié. Télloin homogeeni-
sen yhtdlon ratkaisua voidaan etsid merkitsemilld tuntematonta funktiota y potenssisarjalla

y=aqag +a1x+a2x2+a3x3 +...,
kehittimélld a(x) ja b(x) sarjoiksi, ja selvittimilld ndin minkilainen on jono ag, ay, az, . . ..
Esimerkki 16. Valon diffraktioon liittyvd Airyn differentiaaliyhtilo
n
y +xy=0
on muodoltaan yksinkertainen, mutta mikédén kurssilla aiemmin esitetty ratkaisumenetelmi ei sithen

pysty. ,
Valitaan alkuehdoiksi y(0) = 0jay (0) = 1 ja merkitisin
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00
n
-5
n=0

jolloin alkuehdot merkitsevit, ettd ay = 0, a; =1 ja

[oe]
Z na,x"

n=1

ja
o0
-2
Zn n—1)ax"
n=2
Nyt siis
[oe] [o¢]
xy = Zanxwrl = Zan_3xn_
n=0 n=3
ja differentiaaliyhtédlon vasen puoli saa muodon
o0
V' +xy = Z (n=1)ax" +Zanx = +Z(n(n—1)a,,+an_3)xn_2
n=2 n=3

Koska tdmén pitéé olla nolla kaikilla x:n arvoilla, on oltava a; = 0 ja

kaikilla n > 3. Tallgin siis a3 = —55a0 = 0, ag = — 35

S I L
a1 = —56%4 = 7533-J0€]a

(x) = 3= x* +
YW =X 3 Y706 4-3"

Niin saatu sarja suppenee kaikilla x:n arvoilla (miksi?), joten saatu sarja edustaa Airyn yhtédlon
ratkaisua koko reaaliakselilla.

Seuraavat esimerkit ovat tdydentivid, eiké niitd katsota kuuluvaksi kurssin perussisaltoon.

Esimerkki 17 (Vetyatomin elektroni). Kvanttimekaniikassa hiukkasen liiketilaa kuvaan Schrédinge-
rin yhtidld, joka voidaan abstraktilla tasolla kirjoittaa muotoon

G y(e) = it (o),

missd Y on hiukkasen kiyttiytymistd kuvaava aaltofunktio ja H ns. Hamiltonin operaattori, joka
esittdad hiukkasen kokonaisenergiaa. Monissa esimerkeissd H sisaltdi liike-energian, jonka esittdmi-
nen puolestaan tuo yhtdloon toisen kertaluvun derivoinnin paikkakoordinaatin suhteen.

Kvanttimekaniikka on luonteeltaan probabilistinen teoria, miki merkitsee sitd, ettd aaltofunktio y
edustaa hiukkasen tarkan paikan sijasta paikan todennédkdisyysjakaumaa. Koska hiukkasen paikka ei
ole eksaktisti médritty minddn ajanhetkeni, on tdysin mielekésté tarkastella myos ns. ajasta riippu-
matonta Schrodingerin yhtédlod, joka saadaan aikariippuvaisesta Schrodingerin yhtélostd muuttujat
erottamalla. Ajasta riippumattoman Scrodingerin abstrakti muoto on

Hy = Evy,

missd H on Hamiltonin operaattori ja E hiukkasen kokonaisenergia. Tyypillisesti H:n esityksessd on
s : 12 _ 1 212 o I . . .
mukana liikke-energia E = my” = E(mv) = 5,.P" ja liikemddrdn p kvanttimekaanisessa esitys-
muodossa esiintyy derivaatta paikkakoordinaatin suhteen.
Ajasta riippumaton vetyatomin elektronin liiketilaa kuvaava Schrédingerin yhtilo on mahdollis-
ta esittdd napakoordinaatiston yleistdvéssid pallokoordinaatistossa, ja jakaa yhtiloiksi, joissa esiintyy

etdisyys ytimesti r, sekd kulmat 0 ja ¢. Pallokoordinaatistoa késitellddn tarkemmin seuraavassa lu-
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vussa, mutta tissd yhteydessa kisitellddn yhtidlod, joka esittdd elektronin etdisyyttd ytimestd. Olkoon
titd kuvaava ns. radiaalinen aaltofunktio R.
Yksikkojdrjestelmd huomioituna radiaalinen Schroédingerin yhtélo saa muodon

h d°R zet I(1+1)A°
———+(- +
21 dr? dmeor - 2ur?

)R = ER, (1.22)

missi A = %, h on Planckin vakio, u = “
ytimen massat, Z ytimen varausten méiri (vetyatomille Z = 1), & on tyhjion permittiivisyys ja [ = 0
on kokonaisluku, ns. sivukvanttiluku.

Fysikaalisen tulkinnan vuoksi differentiaaliyhtédlolle (1.22) etsitdén ratkaisuja, jotka toteuttavat

ehdon

oMy . . . ..
- Dis. redusoitu massa, jossa m, ja my ovat elektronin ja
e y

[oe0] 1 2
J = IR dr=1. (1.23)
0 r

e e -0 . 2 roo00 o N . .
Erityisesti pitdd siis olla R(r) =0 ja % 27, 0. Lisiksi tavanomaisesti tulkittuna potentiaa-

lienergia on negatiivinen, ja nolla vasta “dédrettomén kaukana” ytimestd. Talloin myos elektronin
energia E ajatellaan negatiiviseksi.
Yhtilon (1.22) mutkikkaita vakiokertoimia voidaan yksinkertaistaa ottamalla kdytto6n uusi muut-

wja p = 1/ 5=, jolloin

2

dR dRdp dR [-8uE . dR dR —-8UE
ar ~dpdr “ap\| T2 " @2 Tapr TR
ja sijoittamalla tdma yhtdloon (1.22) saadaan
2
dR B I(I+1) 1
— +(5 - R=-R 1.24

2
- . _ [ Ze .. 1 . . . .
misséd on merkitty 8 = 4/ 3F Inegh” Tille yhtélolle on periaatteessa mahdollista etsid sarjaratkaisu
suoraan, mutta osoittautuu, ettd saatavasta sarjasta on vaikeaa maédrittdd ehdot (1.23) toteuttavaa
ratkaisua.

Tamin ongelman kiertdmiseksi tarkastellaan ensin yhtl64, joka ndyttdd midrdadvan dynamiikan

suurin piirtein: Jos p on suuri, on yhtilo (1.24) likimain muotoa

- = ZR' (1.25)

=>A=4

N —

-1
Vaatimuksen (1.23) seuraus sulkee vaihtoehdon A = % pois, jolloin R = ¢~ 2” on yhtilon (1.25)
ainoa vaadittua muotoa oleva ratkaisu. Toimitaan tdmén jdlkeen 1. kertaluvun lineaarisen yhtdlon
ratkaisumenetelmasti tutulla tavalla, siis esitetdin yrite

R=¢"2"G(p),

joka yhtédloon (1.24) sijoittamalla tuottaa

I(I+1
'(p)-c(p)+ (B -1 yGp) -0, (126
p
jolle etsitddn ratkaisu sarjan
G(p) =) awp
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avulla. Ehtojen (1.23) perusteella ag = 0 ja suoraan laskemalla

ja

Huomataan vieli ettd

ja sijoittamalla ndma yhtdloon (1.26) saadaan

(agsr (k+ Dk = agk + Bagk = 1(1 + Dage1 )p* " —ayp 11+ 1) = 0.

™Ms

k

1l
—

tallin a; = 0 (ellei / = 0) ja

a1 (k(k+1) = 1(1+1)) = ar(k = B).

Jos B ¢ Z, huomataan sijoittamalla k = / ettd a; = 0. Edelleen sijoittamalla k = [ — | saadaan a;_1 = 0
jandin jatkaen a;_» = ... = a; = 0, mutta kun k > /, on
A1 _ k-B 1
g k(k+1)=1(14+1) Kk

R . . . . . . p—00
Kiyttimiilli vertailukohteena eksponenttifunktion sarjaan e’ = Z,fio %pk havaitaan, ettd G(p) ——

00, jolloin ehdot (1.23) tdyttdvia ratkaisuja ei 10ydy.
Ehdot (1.23) tdyttidvé ratkaisu 16ytyy siis vain, jos B = n € Z, jolloin vastaavat energiat ovat
kvantittuneita: -
Uz e 1
2(4mey)?h n?
Korkeammasta energiatilasta E,,, matalampaan E,,, siirtyessi elektroni vapauttaa fotonin, jonka ener-
gia on

E=E,=

—Ep, = (5 - ). (1.27)

Ylldoleva yhtild tunnetaan nimelld Rydbergin kaava. Vapautuvien fotonien energia E,, — E,, nih-
didn kokeellisesti vetyatomien emittoimassa sdhkdmagneettisessa siteilyssd spektriviivoina. Histo-
riallisesti mielenkiintoisena seikkana on syytd mainita, ettd timén kaavan perusteella tunnistettiin
kaksi kertaa raskaampi vety” vuonna 1932, ennen neutronin 10ytymistd. Tunnistus perustui siihen,
ettd deuteriumilla ¢ on likimain kaksinkertainen vetyyn nihden, muutoin kaikki on kuten kaavassa
1.27).

Kokonaislukua n kutsutaan pddkvanttiluvuksi. Sarjakehitelmin avulla on mahdollista maarittad
funktion R(r) muoto eri pdd- ja sivukvanttiluvun arvoilla. Jos radiaalisen yhtidlén 1.22 liséksi rat-
kaistaan Schrodingerin yhtdlon pallokoordinaatiston kulmista riippuvat osat, on mahdollista maarit-
tad elektronin orbitaalien muoto eri energiatasoilla.

Esimerkki 18. Laplacen limmonjohtumisyhtidlén mukaan ohuen levyn limpétilalle T'(x,y) pitee
lampéotilan tasaannuttua
I’T T

P 5 0 (1.28)

Taménkaltaisten osittaisdifferentiaaliyhtédloiden ratkaisun 10ytamikseksi toimitaan yleensi siten, ettd
aluksi etsitddn yhtilolle (1.28) muotoa

T(x,y) = X(x)Y (y) (1.29)
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olevia ratkaisuja, missd X riippuu pelkdstdédn x:std ja Y pelkéstddn y:std. Sijoittamalla (1.29) yhtdloon

(1.28) saadaan
CX AV LdX 14
dx? dy? X dx*? Y gy?

Koska ensimméiinen summattava riippuu vain x:sti ja toinen vain y:sté, on oltava

Y 0

missid C on vakio. Merkitddn C = —kz, (k > 0) jolloin saadaan kaksi differentiaaliyhtalod
X"=-k’X ja Y'=k%,
joiden ratkaisut ovat
X(x) =C;sinkx+Cycoskx ja Y(y)= Die” +Dye™™,
misséd Cy, Cy, Dy ja D, ovat vakioita. Tilloin siis T (x,y) koostuu ratkaisujen
& sinkx, er sinkx, & coskx, ja ¢ coskx

lineaarikombinaatioista, joissa arvo k tulee valita sopivasti. Valinta tapahtuu reunaehtojen perusteel-
la: Olkoon T'(x,0) = 100, kun x € [0,10] ja T(0,y) = T(10,y) =0, kun y > 0, sekd T(x,y) = 0
kun x € [0,10] ja y — o0o. Viimeisimmén ehdon perusteella 1. ja 3. muoto esiintyy ratkaisussa vain
kertoimella 0. Lisiksi ehdon 7'(0,y) = 0 perusteella 4. ratkaisu esiintyy myds kertoimella 0.

Téten siis vain muotoa e sinkx oleva ratkaisu esiintyy nollasta poikkeavalla kertoimella, ja
ehdon T(10,y) = 0 nojalla tulee olla sin(10 - k) = 0, mistd 10k = n7, n € N, siis k = %. Yhtilon
lineaarisuuden perusteella taas kaikki ndiden ratkaisujen lineaarikombinaatiot ovat ratkaisuja, jolloin
ratkaisuksi saadaan

(o]
. . onm
T(x,y) = ;bne 107 gin 00

ja magrattaviksi jaavit kertoimet by, by, b3, . ... Ndmi taas saadaan reunaehdosta 7'(x,0) = 100, kun
x € [0,10], jolloin siis
o0
. N
100 =) b,sin o
n=1
Yl1l4 oleva yhtélo puolestaan sanoo, ettd kertoimet by, by, b3, ... ovat vakiofunktion 100 fourier-

kertoimet, kun funktion ajatellaan olevan 20-jaksoinen. Kertoimet b,, saadaan siis Fourier-sarjojen
teorian (Myohempi kurssi) avulla, lopputuloksena

nmw

b = 200 jos n on pariton,
" 0, jos n on parillinen.

Talloin siis
T(x,y) = @(e_%ysin 2+ —e_%ysin et —e_%ysin S )
Y= 10°73 10*7"5 TS

Ratkaisun 1oytdminen Laplacen lammonjohtumisyhtélolle on siis varsin ty6ldstd, mutta vield tyo-
laampad on ndyttdd toteen, ettd kaikki ratkaisut todella saadaan tilli tavalla.

1.3 Separoituvat DY:t

Differentiaaliyhtédloa kutsutaan separoituvaksi, mikili se voidaan kirjoittaa muotoon
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y =g(x)f(y), (1.30)

missé g(x) riippuu ainoastaan muuttujasta x ja f(y) ainoastaan y:sti. Jos merkitiddn G(x) = [ g(x)dx
jaF@y)=[ ﬁ dy, voidaan yhtild (1.30) kirjoittaa muotoon

LFO()) = $6(), (131

mistd saadaan F(y(x)) = G(x) + C, missi C on vakio.
Kiiytiinnéssd separoituva yhtilo % = g(x) f(y) ratkaistaan kirjoittamalla se muotoon

1
70 dy = g(x)dx

ja integroimalla puolittain:

J’#y)dy= Jg(x)dx+C.

Esimerkki 19. Tarkastellaan differentiaaliyhtdlod % = —y2 ja kirjoitetaan tdimi muotoon

1
——=dy=dx
¥?
ja integroidaan:
1
J——zdy = Jd}c+C7
Y
mistd saadaan |
y =x+C,

josta edelleen voidaan ratkaista y = )ﬁc

Esimerkki 20. Verhulstin populaatiomallissa populaation koko p toteuttaa differentiaaliyhtdlon
i 2
p =ap—bp, (1.32)

Missé a ja b ovat positiivisia vakioita. Differentiaaliyhtdlod (1.32) kutsutaan logistiseksi yhtdloksi.
Logistisen yhtidlon

dp _ 2
I =ap—-bp

1
——d =Jdt.
Jap—bp2 P

Tama voidaan sieventdd muotoon (miten?)

ratkaisu saadaan separoimalla:

1 p
Elna—bp =t+C,
mistd edelleen saadaan P (140)
alrt+
m =e 5 (133)
josta voidaan ratkaista
a

P e (9

Po  _
a—bpg

Sijoittamalla ¢ = 0 yht#loon (1.33) antaa (merkitéiin pg = p(0)) eaC, ja edelleen sijoittamalla

tdma yhtdloon (1.34) saadaan ratkaisuksi

apo
t) = )
® bpo + (a—bpy)e "
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Esimerkki 21. Newtonin liikeyhtdlon mukaan kappaleeseen vaikuttavien voimien summa on yhti
kuin kappaleen massa kertaa kiihtyvyys. Putoavaan kappaleeseen vaikuttaa maan vetovoima suu-
ruudella mg ja ilmanvastuksen aiheuttama voima suuruudella —kvz, misséd v on kappaleen nopeus ja
k on vakio. Télloin putoavan kappaleen liikettd kuvaa yhtilo

2
mg —kv™ =ma,

missé a on kappaleen kiihtyvyys. Koska v'(t) = a, voidaan ylldoleva yhtilo kirjoittaa muotoon

dv k 2

d 8" m">

josta muuttujat separoimalla ja integroimalla saadaan

1
J k2=Jdt=t+C.
8=,V

Yhtélon vasemman puolen madrittdmiseksi kédytetddn kaavaa

dx 1 a+x
2 2=2_ln|a—x|
a—x a

(joka seuraa osamurtohajotelmista), jonka mukaan

gm
1 m 1 1 [m Y
———dv= —J—dv= v/ 7 Ihn—.
Ig—ﬁvz k) & —v? 2V gk gy
Merkinnilld o = ,/% saadaan yhtdl6 muotoon

[0 a+v

Zglnm =t+C,
josta saadaan
o+v _e%g(HC)
a-v -~ )

2 2
Merkittdessi edelleen B(f) = e’ ja C; = ¢ « € saadaan yhtilon ratkaisuksi

-1
C,—pB(t
v(t) = QL()_I_
Ci+B(1)
2%
Koska funktio B(7) = e« lihenee #iretonti r:n kasvaessa, nihdizn helposti, etti v(r) lihenee arvoa
a =,/ %. Kyseisté arvoa kutsutaan nimelléd rajanopeus (engl. terminal velocity).

1.4 Eksaktit DY:t

Jos ensimmiisen kertaluvun differentiaaliyhtidlossé ei esiinny derivaatan y' potensseja, voidaan y'
ottaa yhteiseksi tekijéksi ja kirjoittaa yhtdléo muotoon

f(x,y) +g(x,y)y =0. (1.35)

Tamai yhtélo voidaan toisinaan ratkaista seuraavaa menettelya kiyttden.
Jos kahden muuttujan funktiossa F(x,y) muuttuja y = y(x) riippuu edelleen muuttujasta x, on
kyseessd itse asiassa yhden muuttujan funktio g(x) = F(x,y(x)). Tilloin derivaatta g'(x) lasketaan

seuraavasti:
_dFdx OJFdy OJF OF ,

I
g(_x)—gzx+8—yzx—g+a—y (1.36)
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(miksi niin on, selvitetdin myohemmin).

Miiiritelmi 5. Jos on olemassa kahden muuttujan funktio F(x,y), jolle ‘Z—I; = f(x,y) ja ‘3—}; =
g(x,y), sanotaan, etté differentiaaliyhtilo (1.35) on eksakti.

Jos (1.35) on eksakti, on

' d JoF
g (x)= aF aFy flxy)+g(xy)y =0,

jonka ratkaisu on siis g(x) = F(x,y) = C (vakio).

Kokoamalla kaiken yllamainitun yhteen saadaan seuraava tulos: Jos on olemassa sellainen kahden
muuttujan funktio F(x,y), etti <~ BF = f(x,5)] ]a = g(x,y), niin differentiaaliyhtilon (1.35) ratkaisu
on

F(x,y) =C.

Luonnollisesti heraava kysymys onkin milld ehdoin voidaan 16ytdd kahden muuttujan funktio
F(x,y), jolle ehdot < = f(x,y) ] Ja = g(x,y) piteviit.

On mahdollista todistaa, etti funktio F'(x,y) on olemassa tarkalleen silloin, kun

df(x,y) dg(x,y)
TR T (1.37)

kunhan f(x,y) ja g(x,y) ovat riittdvin sdénnollisid (toisen kertaluvun osittaisderivaatat jatku-
via).

Esimerkki 22. Differentiaaliyhtidlo

L—l Yy

on eksakti, silld F(x,y) = y/x? +? — x toteuttaa

(1.38)

oF _ 2x {= X 1
ox ) /x2+y2 /x2+y2
ja
oF 2y

8_y_ 2\/)c2+y2 i \/x2+y2.

Yhtilon (1.38) ratkaisuksi saadaan siis F(x,y) = C, miki voidaan kirjoittaa muotoon

\/x2+y2—x=C

ja edelleen muotoon
2 2
y =C
2C
Vaikka yhtil6 (1.35) ei olisikaan alun perin eksakti, on toisinaan mahdollista 10ytdd ns. integroiva
tekijd, jolla kerrottuna yhtélosti tulee eksakti.

X =

Esimerkki 23. Yhtilo

ei ole eksakti, koska — (x+y )=1#-1=
y—z, silld yhtélo
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X I 1
—+1)y —--=0 1.3
(y2 )y y (1.39)
.9 P . p) .9
on eksakti: 2 ( +1)=5= ay( %) Etsitdén F(x,y), jolle a—yF(x,y) = )12 +1ja 2 F(x,y) = —i.

Ensimmiisesti yhtalosta nahdaan ettd F(x,y) = —i +y+ f(x) jatoisesta F(x,y) = —i +g(y), missd
f riippuu vain x:std ja g vain y:std. Tilloin g(y) = y + f(x), jolloin on oltava f(x) = C (vakio). Niin
ollen
x
F(x,y) = -5 +y+C

ja (1.39) voidaan kirjoittaa muotoon

X
a()’—;ﬂLc)—O’

misti ratkaisuksi saadaan y — ;—‘ + C = Cy, toisin sanoen y — ;—‘ =C,=C,-C.

Esimerkki 24. Ensimmdisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtdlo olisi voitu ratkaista myds
seuraavasti: Yritetddn 10ytdd yhtélolle

Yy +a(x)y=b(x)=0

integroiva tekijd t(x). Jos tillainen on olemassa, on yhtilo

()Y + p(x)ax)y = p(x)b(x) = 0 (1.40)
eksakti, jolloin siis ehdon (1.37) nojalla pitéisi olla

S (Hala)y = 1(IP0) = 51,

miké voidaan kirjoittaa muotoon
!
u(x)a(x) = p(x). (1.41)

Oletetaan aluksi, ettd integroiva tekijd t(x) 16ytyy, jolloin siis (1.41) pitee. Tilloin voidaan yhtilo
(1.40) kirjoittaa muotoon

)y + 1 (x)y - px)b(x) =0,

miké puolestaan voidaan tulon derivointisddnnon nojalla kirjoittaa muotoon

& (u() = p (L)

ja ratkaisuksi saadaan

J” )dx +C). (1.42)

On vield selvitettivd miten integroiva teklja 1 (x) voidaan 16ytéd, mutta timé selviiid helposti yhtilon
(1.41) perusteella:

d
7 nu(x) = alx),
minkd ratkaisuna saadaan

u(x) = exp(ja(x>dx).

Suoralla laskulla voidaan todeta, etté tdlld tavoin saatu ratkaisu (1.42) on sama kuin aiemmin esite-
tylld menetelmilld (homogenisointi ja vakion variointi) saatu ratkaisu.

1.5 Lineaarisista vakiokertomisista DY-ryhmistéi

Lineaaristen, vakiokertoimisten differentiaaliyhtdloryhmien ratkaisemiseksi jopa eksaktisti on ole-
massa periaatteessa toimiva menetelmi, joka kuvaillaan tdsséd luvussa. Menetelmén kéaytdnnon toi-
mivuus riippuu kuitenkin mahdollisuudesta 16ytd4 diagonaalinen tai Jordan-esitys DY-ryhmén mat-
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riisille, kuin my6s mahdollisuudesta 16ytdé eksplisiittisesti antiderivaatta yhtdloryhmaissi tai sen ké-
sittelyssi esiintyville funktioille.

Menetelmi ei ole mitenkddn yllattava. Pdinvastoin, se on tdysin suoraviivainen yleistys mene-
telmistd, jolla ratkaistaan 1. kertaluvun lineaarinen (vakiokertoiminen) differentiaaliyhtélo. Y1IAtta-
vind voisi pikemminkin pitdd sitd kuinka paljon mekaanista laskentaa voisi periaatteessa vihentda
analysoimalla menetelméi tarkemmin, mutta se ei ole tdssd yhteydessi ensisijainen tavoite. Télla
kurssilla pyritddn esittdméédn ldhinné periaate lineaaristen DY-ryhmien ratkaisemiseksi, vaikkakin
ratkaisujen 10ytaminen laskennallisesti onkin tyolasti.

Lineaarinen, vakiokertoiminen DY-ryhma on muotoa

U
X1 arxi +...+a1nxn+f1(t)
U
Xy = apiXxy +...+axyx, +f2(t) (1 43)

i
Xy = A Xp . . F Gy + ()

Tama voidaan kirjoittaa abstraktimpaan muotoon
X = Ax + f,

missd x = (x1,...,%,)" jaf=(f1,...,f,)" ovat pystyvektoreita, joiden jokainen koordinaatti on f:n
funktio ja A on n X n vakiomatriisi.

Ratkaisujen 1oytdmiseksi turvaudutaan analogiaan: Jos X =ax+ f on ensimmadisen kertaluvun
lineaarinen differentiaaliyhtdlo, jossa lisdksi a on vakio, voidaan aluksi ratkaista homogeeninen yh-
tild x' = ax ja tdmin jilkeen voidaan 16ytdd ratkaisu alkuperidiselle yhtélolle vakion varioinnilla.
Homogeenisen yhtdlon x = ax ratkaisu taas on tunnettu: Yhtild voidaan kirjoittaa muotoon

!

£=a=>ilnx=a=blnx=Jadt=>x=e

Iadt
X dt '

Kertoimen a ollessa vakio on Iadt = at + Cy ja ratkaisu on siis muotoa
at+Cp Co at

at
x=e =e e =Ce .

Tarkastellaan seuraavaksi olisiko mahdollista 16ytdd homogeeniselle differentiaaliyhtdloryhmaille
ratkaisu analogisesti. Tétd varten turvaudutaan sarjaan perustuvaan méaéritelmiin

1A oolkk
€=Z Zk—

josta muodollisesti derivoimalla saadaan

ki A — 1 e
Zk— =Z(k_1). A= Z—tAA— 4.

k=1

3

tA tA

= Ae

Nt . A - . .
dessd. Niin ollen, jos x = ¢ ¢, missé ¢ on vakiovektori, on

Samoin voidaan johtaa yhtilo %e , mutta tekniset yksityiskohdat sivuutetaan tédssd yhtey-

I tA
X =Ae ¢ =Ax.

Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd homogeenisella yhtdaloryhmélla ei ole muunlaisia ratkaisuja, mutta
tdma sivuutetaan télld kurssilla. Yhteenvetona esitetddn seuraava tulos:

. . L . . 1A L
Lause 6. Homogeenisen differentiaaliyhtiloryhmdn X = AX ratkaisu on X = e ¢, missd ¢ on
vakiovektori.
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Huomautus 3. Matriisin ¢ maérittiminen kdytannossé ei kuitenkaan ole helpointa suoraan sarja-
esitykseen nojautuen, vaan lineaarialgebran kurssilla esitetylld tavalla.

Huomautus 4. Kaytdnnossd matriisia ¢ ei tarvitse madrittad. Riittia madrittid etAvi matriisin
A (yleistetyille) ominaisvektoreille v;. Koska yleistetyt ominaivektorit muodostavat kannan,
voidaan mikd hyvénsd vecktori ¢ esittdd ndiden avulla:

c=c1vy+...+c,v,.

Jos v on matriisin A yleistetty ominaisarvoon A liittyvi ominaisvektori, on (A — AI)"v = 0
jostakin rajasta m alkaen, ja siksi

tA tAL+tA—tAI (AL t{(A—AI) tA , t(A-AI)
e v=e v=e e v=e le v
A 2 £ k A = k
=e P(A—?LI)V=e ZF(A—lI) V.
k=0 k=0

Jos merkitidn x;(z) = etAVi, ndhdiin, ettd homogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu saadaan
niin ollen muodossa
c1xp(2) + ...+ c,x,(1) = X(t)e,

missd matriisi X (#) muodostuu sarakkeista x;(z), ..., x,(7) jac = (cq,...,c,).

Huomautus 5. Muotoa
X = Ax+f (1.44)

olevan lineaarisen epdhomogeenisen differentiaaliyhtdloryhmin ratkaisemiseksi voidaan so-
veltaa aiemmin esiintynyttd tekniikkaa: Homogeenisen yhtidloryhmén X = Ax ratkaisu on muo-
toax = etAc, miki voidaan saattaa muotoon x = X (¢ )¢ yllimainitulla tavalla. Néin ollen epé-
homogeenisen yhtiloryhmén ratkaisua voidaan etsid vakion varioinnilla, ts. yritelmilld, jossa
vakiovektori ¢ korvataan funktiolla ¢(z), siis x = X (¢)e(z), josta saadaan yhtils X (r)c'(¢) = £
! ja edelleen

misti

Esimerkki 25. Ratkaistaan DY-pari

X =3x -2y 4t
y' =2x =2y +3¢.

Edelld kuvatulla menetelmalla.
DY-pari voidaan esittdd muodossa

!
X 3-2\[x + t
= t
y 2-2)\y 3e )’
! Matriisien summan ja tulon derivoinnille on voimassa samankaltaiset sdannot kuin funktioillekin, mutta niitd ei
tissd yhteydessi selvitetd yksityiskohtaisesti.
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josta homogenisoimalla saadaan muoto

Homogeenisen DY-parin ratkaisut saadaan aiemmin esitetylld tavalla: Etsimélld diagonaaliesitys

matriisille A saadaan
1A &0 -1
e =P 2t |P
0 e’

21
p= ( 1 2).
Nyt siis x() = e ¢(¢), ja tissi tapauksessa saadaan edelleen

2 -

e 0\ -1\ ¢ e 70\ -1t
(P(o e")P ) (Se’)'P( 0 e’>P (3e’)
_1 —6e”" + 667 +4te™ —te'

3\ =3¢ 126" 4217 — 2

missi

c(r)

Téstd voidaan ¢(¢) médrittdi integroimalla:

B 1(6e‘f+3e2’+e‘2‘(—1—2z)+e’(1—r))+(c1)

cr)=3 3¢ +6e” +e'(2-2) e (=1 -1) c
Alkuperdisen ryhmén ratkaisu saadaan tésti sijoittamalla
x(t) = e’e(t).
Esimerkki 26. Etsitidn uudelleen esimerkin 11 DY-parin

y'+4y+4z= 0
z’+2y+6z =0

ratkaisut. DY-pari voidaan kirjoittaa muotoon

2)-(32)0)

Kiyttamalld kurssin alkuosan menetelmié voidaan matriisin

=(55)

ominaisarvoiksi 16ytdd —8 ja —2 sekd niitd vastaaviksi ominaisvektoreiksi (1,1) ja (=2,1). Néin
ollen riippumattomat ratkaisut ovat
(i)
1

oY -2
L
Niin ollen yleinen ratkaisu on muotoa

s (1 o =2
[2)-a()re()

ja
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missid C ja C, ovat vakioita.

Esimerkki 27. Etsitddn DY-ryhmén

X = 2x-2y—-z
y’ = =2x+2y+z
z'= —x+y+5z

ratkaisut (Harjoitustehtivi).

Edellimainitun perusteella DY-ryhmén (1.43) ratkaisujen etsimiseksi pitdd 10ytdd homogeenisen
DY-ryhmén ratkaisut ja niiden liséksi yksittdinen ratkaisu DY-ryhmille. Yksittdisen ratkaisun et-
simiseksi lineaariselle vakiokertoimiselle DY-ryhmaille voidaan kdyttdd menettelyd, joka muistuttaa
suuresti Gaussin-Jordanin menetelméd yhtiloryhmin ratkaisemiseksi, mutta tavanomaisten riviope-
raatioden lisdksi sallitaan derivointi ja yhtédlon lisddminen toiseen derivoituna.

Muodollisesti timéd menetelméd voidaan kuvata ottamalla kdyttéon derivaattaoperaattori D = %,

jonka avulla voidaan merkitd y = Doy, y' = Dy, y" = Dzy, .... Operaattorimerkinti voidaan yleistaa
polynomiksi: Jos L = a,D" + ... +a;D + ag, on

Ly=(a,D" +...+a\D+ay)y = any(n) +...+ayy +agy
Merkinnit voidaan hajoittaa jopa tuloiksi:
(D+1)(3D-2)y = (3D-2)(D+ 1)y = (3D* +D—-2)y = 3y" +y' - 2y.

Lineaaristen, vakiokertoimisten DY-ryhmien ratkaisu voidaan muodollisesti palauttaa Gaussin-Jordanin
-menetelmaén, jossa otetaan huomioon, ettd derivaattaoperaattorilla D ei ole kédédnteistd operaatiota.
Siksi menetelmissi pyritddn saamaan kerroinmatriisi ainoastaan porrasmuotoon, ei valttamétta re-
dusoituun porrasmuotoon.

Esimerkki 28. Ratkaistaan DY-pari

x =3x -2y 4+t
y' =2x =2y +3¢'
Kaytdmailld operaattorimerkintdd timé voidaan kirjoittaa muotoon

(D-3)x +2y =
—2x +(D+2)y =3¢

Kertomalla ylempi yhtilo luvulla 2 ja soveltamalla operaattoria D — 3 alempaan saadaan pari

2(D-3)x +4y = 2t
{(D—3)(—2x) +(D-3)(D+2)y = (D-3)3¢,

ja laskemalla ndin saadut DY:t yhteen saadaan
2 t

(D"=D-2)y=2t—6e,

joka tavanomaisella tavalla kirjoitettuna saa muodon
y"—y' —-2y=2t —6¢.

Tdmin ratkaisuja varten pitdd etsid homogeenisen DY:n y" - y' — 2y = 0 ratkaisut (jotka ovat e’
ja e2t) sekd yksittdinen ratkaisu (esim. Laplace-muunnoksilla) y = % +1+3¢'. Tistid saadaan myos
x= %((D +2)y—3¢'), joka voidaan edelleen sieventii haluttuun muotoon.

1.6 Autonomisista DY-pareista

Sanotaan, ettd differentiaaliyhtidlopari



28 1 Differentiaaliyhtilot (DY:t)

on autonominen, jos fi:n ja f>:n lausekkeessa ei esiinny muuttujaa ¢. Autonomisesta differentiaa-
liyhtédloparista voidaan eliminoida muuttuja ¢ soveltamalla derivointia parametrin suhteen:

dy
dy _a _y()
dx ~ dx T (p)
dt

(kts. Differentiaali- ja integraalilaskenta). T4lloin saadaan differentiaaliyhtilo

Q — fZ(Xay)
dx fl(x7y)'

On kuitenkin huomattava, ettd vaikka (1.45) voitaisiin ratkaista, saadaan ainoastaan sen kiyrin yh-
tilo, jota pitkin (x(z),y(#)) kulkee, kun r kasvaa. Itse liikeilmid jid muilla keinoin selvitettiviksi
(milld nopeudella piste (x,y) kulkee, hidastuuko kulku, onko olemassa rajapistettd, jne.). Kidyrii
(x(2),y(t)) sanotaan ratakéiyrdksi.

(1.45)

Esimerkki 29. Differentiaaliyhtdlopari

!
y(t) =x+y

{x’(r) =x—y

y
. . I . P ! + 1+

on autonominen ja sen ratakédyrien differentiaaliyhtédlo on y = ;% =1
- X

Téahédn voidaan soveltaa

sijoitusta z = ¥ (harjoitustehtivi).

Esimerkki 30. Lotka-Volterra differentiaaliyhtélopari kuvaa kahden lajin (peto ja saalis) yhteiseloa.
Yksin eldesséddn x (saaliseldinten kanta) kasvaisi, kun taas y (petoeldinten kanta) vihenisi. Yhdessa
eldessd x kdrsii y:std ja y hyotyy x:std. Taménkaltaista dynamiikkaa yksinkertaistetussa muodossa
kuvaa differentiaaliyhtédlopari

xX(t) = ox — Bxy
{y'(t) = —yy + Oxy, (140

missi vakiot o, B, 7 ja & ovat positiivisia ja termi xy kuvaa lajien kohtaamislaajuutta.
Differentiaaliyhtédlopari (1.46) on autonominen ja ratakdyrien yhtdlé on muotoa

y’ _y Sx—vy
Yo-By’
minki ratkaisu
alny—fBy=0x—ylnx+C (1.47)
voidaan saada separoimalla yhtdlo. Kdyrit (1.47) ovat pisteen (%,%) ympiri kiertdvid suljettu-

ja kiyrid, ja parin (1.46) ratkaisut jaksollisia: On olemassa sellainen luku T, ettid (x(7),y(T)) =

(x(0),(0)).

Jos parin (1.46) ensimmaéinen yhtalo kirjoitetaan muotoon

m=a—ﬁy,

saadaan integroimalla

i

- [Fa= [ @-pia=ar-p [ s0a

mistd ndhdiin, ettd

1 T
RO 5 (1.48)

0



1.7 Differentiaaliyhtidloiden numeerisesta ratkaisemisesta 29

Yhtilon (1.48) vasemman puolen lauseketta kutsutaan funktion y(z) keskiarvoksi véililli [0,T] ja
merkitddn y.
Samalla tavalla funktion x(z) keskiarvoksi vililld [0, 7] saadaan X = £.
Jos ulkopuolinen toimija hévittid kumpaakin eldinkantaa tehokkuudella e, tulee yhtidloparin
(1.46) oikealle puolelle lisitd termit —ex ja —ey, siis ¢ ja y korvautuvat luvuilla ot — e ja Y+ e.
Uudet keskiarvot tulevat télloin olemaan

Y+e . _a-—e
6 , Ja Y= ﬁ

xX=

Titen siis kohtuullinen (e < ) ulkopuolinen toiminta itse asiassa lisdd saaliseldinten méadrian kes-
kiarvoa.

1.7 Differentiaaliyhtiloiden numeerisesta ratkaisemisesta

Differentiaaliyhtilolle
I
y = f(t,y)

alkuarvolla y(0) = y, ei tunneta yleisti ratkaisukaavaa, vaikka useita erikoistapauksia voidaankin
ratkaista. Lisdksi ratkaisun olemassaolo ja yksikisitteisyys voidaan taata melko vaatimattomin ole-
tuksin. Jos yhden differentiaaliyhtilon sijasta on tarkasteltava differentiaaliyhtdloryhmid

!
= fl(t>)’1>y2>---a)’n)
!
Y2 =f2(f7}’1,)’2,---7}’n) (149)

)

n = fn(t7yl7y27"'7yn)

on eksplisiittisid ratkaisumenetelmii entistd vihemman. Téll6in voidaan turvautua numeerisiin me-
netelmiin, joissa midritetddn funktioiden likimaérdiset arvot ajanhetkilld O, h, 2h, 3h, 4h, .. .. Dif-
ferentiaaliyhtdloryhmédn muodosta ja alkuarvoista riippuu kuinka hyvin saadut likiarvot kuvaavat
todellisia ratkaisuja. Niitd kysymyksid tarkastellaan kaaosteorian piirissi.

Huomautus 6. Kaikki differentiaaliyhtdloryhmit voidaan saattaa muotoon (1.49) muotoon ottamalla

(n)

kiyttoon uusia funktioita. Esimerkiksi korkeamman kertaluvun derivaatat y

talampiin uuden funktion z = y' avulla, jolloin z("_l) = y("), mutta yhtidloiden méarad pitdd kasvattaa:

uudeksi yhtdloksi tulee ottaa funktion z médrittelevd y = z.

voidaan palauttaa ma-

Yksinkertaisin numeerinen menetelmé, ns. Eulerin menetelmd perustuu siihen, ettd derivaatta
edustaa funktion lineaarista approksimaatiota. T4lldin funktion y arvoja yg, ¥, ¥2, y3, . .. aikavilein
h lasketaan seuraavasti:

Yie1 = Vit hy (1) = yi+he f(1;,7:)-

Menetelmad yleistyy suoraviivaisesti differentiaaliyhtdloryhmille, mutta sitd voidaan parantaa oleelli-
sesti kdyttamalld lineaarisen approksimaation sijaan Taylorin polynomeja. Niin saatavia menetelmid
kutsutaan Runge—Kutta -menetelmiksi. Nimé perustuvat korkeamman kertaluvun approksimaatioi-
hin, joissa derivaattojen arvoja approksimoidaan laskemalla funktioiden differensseja.

Niiden johtaminen on kuitenkin teknisesti mutkikasta ja sivuutetaan téssd yhteydessd. Menetel-
mien esittdminen sen sijaan niiden esittdminen on melko suoraviivaista: Hyvéksi havaittussa Runge-
Kutta 4:ssé funktion y arvoja yg, y1, ¥2, ¥3, - . - lasketaan seuraavasti:

1
Vi1 =yit+ g(kl +2ky + 2k3 + ky),

missi
ki = (tta)’t)
ky = f(t; + 2h,yi + 1ky )
k3 = (t + /’l Vi + ikz)]‘l
ky = (t+h y,+k3)h
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Runge-Kutta 4 toimii myos differentiaaliyhtialoryhmilld. Se on ylldolevan esityksen perusteella help-
po ohjelmoida, mutta valmiita ohjelmia Runge-Kutta 4:n kéyttdmiseksi on runsaasti saatavilla.

Esimerkki 31. Tarkastellaan differentiaaliyhtiloparia

dx 2
dx _ _»o
{ g -7 (1.50)

- _1
a - Y

alkuehdoilla x(0) = 2, y(0) = 1.

Matlabiin ohjelmoitu ode23 on muunnelma Runge-Kutta -menetelmastd. Tatd
kiiyttien DY-parin likimédrdisratkaisu vililli ¢ € [0,10] voidaan 16ytdid seuraavasti:
[t,xy]=0de23 (Qesimpari, [0 10],[2 1]) laskee vektorin [t,xy], jossa t on
lista ajanhetkistd vililld [0, 10] ja xy lista funktioparin (x,y) likiarvoista. esimpari on pys-
tyvektori, joka alkioina ovat DY-parin (1.50) oikean puolen funktiot. Vektori [2 1] mdérit-
telee alkuarvot x(0) =2 jay(0) = 1.

Seuraavat rivit voidaan kirjoittaa Matlabiin M-tiedostoksi:

function esimerkki

[t,xy]=0de23 (@esimpari, [0 10],[2 1])
plot (t,xy)

return

$Y11ld olevat rivit k&yttadvat ode23-ohjelmaa DY-parin
$likimddrdiseen ratkaisemiseen ja kuvaajan piirtamiseen

function arvo=esimpari (t,xy)
x=xy (1) ;

y=xy (2) ;

arvo (l,1)=-2xx*X;

arvo (2,1)=-0.5%x*y;

return

%Y1llad oleva maarittelee funktion esimpari. Funktion arvo
%on 2-pituinen pystyvektori, joka Matlabissa voidaan
$esittdd 2+x1l-matriisina: arvo(l,1l) on 1. alkio ja

%$arvo (2,1) pystyvektorin 2. alkio.

Kuviossa funktion x kuvaaja alkaa
1 arvosta 2 ja y:n arvosta 1. Tarkempi
analyysi osoittaa, ettdi molempien
funktioiden kuvaajat ldhestyvét
nollaa #:n kasvaessa.

Huomautus 7. Edellisen esimerkin differentiaaliyhtilopari voidaan ratkaista my0s eksplisiittisesti.
Ensinnékin, autonomiselle parille saadaan
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dy
dy &  ~2% 1y
dx ~ dx T _92 " 4x°
dt
miké on separoituva yhtalo:
1 1
4J§dy = szx+C,
miké voidaan kirjoittaa muotoon
4Iny =Inx+C,

ja edelleen y* = ¢“x. Vakio ¢* saadaan alkuehdoista sijoittamalla ¢ = 0: y(0) = 1 ja x(0) = 2. Télloin
14 = %2, josta £ = % Tilloin siis y = {/Z, mutta miten pari (x,y) kdyttiytyy #:n funktiona, jad
selvittdmattd talld tavalla.

Toisaalta taas parin ensimmadinen yhtdlo on separoituva:

11
—Egdx—dt,

misti integroimalla saadaan

1_
)_C_[+C2’

| =

ja jélleen alkuehto kertoo, ettd % . % =0+ C,. Néin ollen x = ﬁ jay= \4/ ﬁ.

1.8 Sekalaisia menetelmié

1.8.1 Sijoitukset f ja ax+ by

Muotoa y = f(y/x) jay' = f(ax+ by) olevat differentiaaliyhtilot muuntuvat separoituviksi yhti-
16iksi sijoituksilla i—( = z(x) ja ax+ by = z(x).

Esimerkki 32. Yhtdlo y' = x> + 2xy +y* voidaan kirjoittaa muotoon y' = (x + ), ja sijoittamalla
z=x+y saadaan =1+ y', joten paddytddn yhtdloon

! 2
z—-1=2",
joka saadaan muotoon
1
5 dz =dx.
z7+1

integroimalla saadaan arctanz = x + C, misté z = tan(x + C). Alkuperiinen funktio sijoittamalla saa-
daan y = —x + tan(x + C).

1.8.2 Bernoullin DY

Sijoitus z = yl_a (a # 1) muuntaa Bernoullin differentiaaliyhtdilon
Y+ p(x)y = qx)y” (1.51)
lineaariseksi differentiaaliyhtédloksi.
Esimerkki 33. Logistinen differentiaaliyhtilo
p'=ap-bp’

on separoituva, mutta myos muotoa (1.51). Sijoittamalla z = p_1 saadaan 7 = — p_zp', ja yhtilo
muuntuu muotoon
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2 2
—zp =ap-bp,

mistid — p2:lla jakamalla saadaan
Z+az=b. (1.52)

Niiin saadun lineaarisen differentiaaliyht:ilon ratkaisut saadaan aluksi homogenisoimalla: z; = Ce™“
on homogeenisen yhtilon ratkaisu, minki jilkeen vakion variointi tuottaa yhtédlon (1.52) ratkaisuksi

b —at
z=a+Ce .

Alkuperdisen yhtélon ratkaisuksi saadaan tilldin

1 a
p= §+Ce_‘” " b+aCe ™
miki saadaan muotoon
- a _ apo
- b+a(pl0 - §)e_‘” ~ bpo+(a—bpy)e™™

merkitsemilld py = p(0).

1.8.3 Kddnteisfunktioon siirtyminen

Differentiaaliyhtilo saattaa toisinaan olla helpommin ratkaistavissa funktion y = y(x) sijaan timén

kidnteisfunktion x = x(y) differentiaaliyhtilona. Télloin on muistettava, ettd x (y) = 7 (lx) % = [,l),).
r:
Esimerkki 34. Esimerkin 23 differentiaaliyhtdlo voidaan kirjoittaa muodossa
X ——x=
y Y
miki on lineaarinen differentiaaliyhtilo funktion x(y) suhteen.
1.8.4 Muuttujan vaihtaminen
Eulerin differentiaaliyhtilé on muotoa
2.1 !
Xy +pxy +qy = f(x), (1.53)

missi ¢ ja g ovat vakioita. Jos merkitiin ¢ = Inx ja y; () = y(e') (jolloin y(x) = y;(Inx)), saadaan

ketjusiddnnolld
dy _dndi _ldn
dx ~ dt dx ~ X dt
ja
dzy 1 dy, d2y1 dt 1 |
i i QRS

Sijoittamalla nimé alkuperdiseen yhtidloon saadaan

yi(t) + (p =Dy (1) +qi () = f('),

jonka ratkaisut voidaan ainakin periaatteessa madrittdd Laplace-muunnosta kayttamalla.
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1.8.5 Yhtils y" = £(y)

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo
I
y =1 (1.54)

voidaan palauttaa ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtéloksi kertomalla (1.54) tekijalla 2y'. Tal-
16in saadaan 2y'y" =2f (y)y', miké voidaan kirjoittaa muotoon

SOV =24 sy

mistia
() =2 jf(y)dy +C. (155)

Ottamalla tistd neliGjuuri puolittain saadaan separoituva differentiaaliyht&ld.

2
Esimerkki 35. Newtonin liikeyhtdlon mukaan kappaleeseen vaikuttava voima on F = m%, missé
s on kappaleen paikkakoordinaatti. Toisaalta Newtonin gravitaatiolain mukaan m ja M-massaisten
kappaleiden vililld vallitsee vetovoima, joka on verrannollinen kappaleiden massaan ja kéédntien
verrannollinen niiden etdisyyden neliton s:

M
F=(;’n—2
N

Talloin siis liike painovoimakentissd esitetddn yhtilolld

ms' () = -G—,
s

(liikkeen ajatellaan suuntautuvan poispédin massasta M) joka kirjoittamalla GM = k saadaan muotoon

o £
s2
Kertomalla néin saatu yhtlo 2s":114 saadaan
k
2s's" - 2—2s',
s
miké on yhtdpitdva yhtidlon
d 2 d 1
E(s’) = 2%k 5 (1.56)
kanssa. Yhtilostd (1.56) saadaan
12 2k
(s) =5 +C (1.57)

Alkuehdot 5(0) = s > 0ja s'(0) = vy > 0 antavat C = vg — ?—f ja siis

v 2k, 2%
s = —+v0—%

, (1.58)
mistd s voidaan ratkaista (johtaa tosin tyolddseen integrointitehtidviédn). Vaikka yhtdlod (1.58) ei
ratkaistakaan, siséltdvit sithen johtaneet vilivaiheet jo paljon informaatiota.

Yhtilostd (1.57) saadaan

1 5 Mm Cm 1 » Mm
sz —GT—T—EWWO—GW

)

joka on muodoltaan energian sailymislaki: Liike-energian %mv2 ja potentiaalienergian —G@ sum-
ma pysyy vakiona. Yhtilostd (1.58) voidaan my0s méidrittdd pakonopeus, ts. se nopeus, jolla maan
pinnalta ldhetetty kappale ei endd palaa. Ehtona voidaan kayttéa sitd, ettd nopeudella s' ei ole nolla-
kohtaa, miki toteutuu, jos
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2k
V(Z)—%>O.

3
Sijoittamalla tihin vakiot so = 6,378 - 10° m (maan side) G = 6,674 - 10 "' ™ (gravitaatiovakio)

kg s
jaM =5,9737- 10% kg (maan massa) saadaan ehdoksi vg > 11, 19%’“.

Yleisemminkin voidaan todeta, etti itse differentiaaliyhtélo tarjoaa toisinaan tietoa integraalikdy-
ristd, vaikka sitd ei olisikaan ratkaistu.

Esimerkki 36. Yhtilostd y' = y(1 —y) nihdn, ettd y > 0, kun 0 < y < 1, joten tlld vililld y on
kasvava. Kertaalleen derivoimalla saadaan

Y=y (1=y)=w' =y (1-2y) = y(1-y)(1-2y),

mistd voidaan paitelld, ettd integraalikdyrd on alueessa 0 <y < % alaspédin kupera (y" > 0) ja alueessa
% <y < 1 ylospdin kupera (y" <0).



