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Lineaariset DY:t

1. kertaluvun lineaarinen DY
Yhtalon

y' 4 a(x)y = b(x)
ratkaisut ovat muotoa y = Cy; + yp,
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Lineaariset DY:t

1. kertaluvun lineaarinen DY
Yhtalon

y' + a(x)y = b(x)
ratkaisut ovat muotoa y = Cy; + yp, missa y; on homogeenisen
yhtalon
y' +a(x)y=0

ratkaisu # 0 ja yp on jokin alkuperdisen yhtalon ratkaisu.
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y' +a(x)y = b(x)

ratkaisut ovat muotoa y = Cy; + yp, missa y; on homogeenisen
yhtalon
y' +a(x)y=0

ratkaisu # 0 ja yp on jokin alkuperdisen yhtalon ratkaisu.

V.
Ratkaisumenetelma

@ Homogeenisen yhtalon ratkaisu yy.
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Lineaariset DYt
1. kertaluvun lineaarinen DY

Yhtilén
y' +a(x)y = b(x)

ratkaisut ovat muotoa y = Cy; + yp, missa y; on homogeenisen
yhtalon
y' +a(x)y=0

ratkaisu # 0 ja yp on jokin alkuperdisen yhtalon ratkaisu.

V.
Ratkaisumenetelma

@ Homogeenisen yhtalon ratkaisu yy.

@ Vakion variointi: Sijoitetaan y = C(x)yy alkuperaiseen
DY:hyn ja ratkaistaan C(x).
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Lineaariset DY:t

2. kertaluvun lineaarinen DY

y" 4+ a(x)y’ + b(x)y = c(x)
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Lineaariset DY:t

2. kertaluvun lineaarinen DY

y" 4+ a(x)y’ + b(x)y = c(x)

e Esiintyvat erityisesti fysiikassa (klassinen ja kvanttifysiikka)
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Lineaariset DY:t

2. kertaluvun lineaarinen DY

y" 4+ a(x)y’ + b(x)y = c(x)

Esiintyvat erityisesti fysiikassa (klassinen ja kvanttifysiikka)
Ei yleista integrointiin perustuvaa ratkaisumenetelmaa
Erikoistapauksia tutkittu kauan

Useita ratkeavia erikoistapauksia
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Lineaariset DYt
2. kertaluvun lineaarinen DY

y" 4+ a(x)y’ + b(x)y = c(x)

e Esiintyvat erityisesti fysiikassa (klassinen ja kvanttifysiikka)
o Ei yleista integrointiin perustuvaa ratkaisumenetelmaa

o Erikoistapauksia tutkittu kauan

o

Useita ratkeavia erikoistapauksia

v
Jos homogeeniselle DY:lle

y" +a(x)y’ + b(x)y =0

tunnetaan yksikin ratkaisu, voidaan kaikki alkuperaisen DY:n
ratkaisut selvittaa.

- = = = -
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Sarjaratkaisut

Sarjaratkaisu

Jos a(x) ja b(x) ovat riittavan sadnndllisia, voidaan DY:n
y" +a(x)y’ + b(x)y =0
ratkaisu loytaa Taylorin kehitelman

y:ao+31X+32X2+a3x3+...

avulla.
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Sarjaratkaisut

Sarjaratkaisu

Jos a(x) ja b(x) ovat riittavan sadnndllisia, voidaan DY:n
y" +a(x)y’ + b(x)y =0
ratkaisu loytaa Taylorin kehitelman

y:30+31X+32X2+a3x3+...

avulla.

Airyn DY y” + xy = 0 alkuehdoilla y(0) =0, y/(0) = 1.
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Separoituvat DY:t

Maaritelma

Muotoa

oleva DY on separoituva.
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Separoituvat DY:t

Muotoa

y'=g(x)f(y)

oleva DY on separoituva.

Separoituvan DY:n ratkaiseminen
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Separoituvat DY:t

Muotoa

y'=g(x)f(y)

oleva DY on separoituva.

Separoituvan DY:n ratkaiseminen

Y — ()

& f(ly) dy = g(x) dx
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Separoituvat DY:t

Muotoa

y'=g(x)f(y)

oleva DY on separoituva.

Separoituvan DY:n ratkaiseminen

¥ — (1)
& f(l ] dy = g(x) dx
& f(ly)dy:/g(x)dx—i-C
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Separoituvat DY:t

Esimerkki 21:
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Separoituvat DY:t

Esimerkki 21:

ma = mg — kv?
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Separoituvat DY:t

Esimerkki 21:
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Separoituvat DY:t

Esimerkki 21:
ma = mg — kv?
N dv_ _5 5
dt m
1
= " 2dv:dt
g— =v
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Separoituvat DY:t

Esimerkki 21:

N dv_ _52
dt_g m
1
= " 2dv:dt
&~ mY
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Separoituvat DY:t

y(t)—yo+/oty(cx)dx.
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Separoituvat DY:t

Derivoimalla saadaan
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Separoituvat DY:t

t C
y(t —yo+/ —— dx
) o Y09
Derivoimalla saadaan
, C
y =—-
y
siis
dy _ €
d y
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Separoituvat DY:t

t C
y(t —yo+/ —— dx
) o Y09
Derivoimalla saadaan
, C
y =—-
y
siis 4
y
—_ = — dy = Cdt
s < yay
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Separoituvat DY:t

_
we [ 7
<
y’

Derivoimalla saadaan
/

Yy =

siis
dy

C
zéydy:Cdt(:)/ydy:/Cdt.
dt vy
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Separoituvat DY:t

_
C
w [ s
Derivoimalla saadaan
, C
y’

y =
siis
dy

C
zéydy:Cdt(:)/ydy:/Cdt.
dt vy

Nain ollen 3y? = Ct + k
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Separoituvat DY:t

_
C
w [ s
Derivoimalla saadaan
C
y’

/

Yy =

siis
dy

C
zéydy:Cdt(:)/ydy:/Cdt.
dt vy

Nain ollen 3y2 = Ct + k ja siis

= V2Ct + 2k.
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Separoituvat DY:t

_
we [ 7
<
y’

Derivoimalla saadaan
/

Yy =

siis
dy

C
zéydy:Cdt(:)/ydy:/Cdt.
dt vy

Nain ollen 3y2 = Ct + k ja siis
= V2Ct + 2k.

Alkuehdosta yo = V/2k saadaan k = %
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Eksaktit DY:t

Yleistetty ketjusaanto

Jos y ja z ovat x:n funktioita, on

d _OFdy OF 0z
a"—(y,z) =%y o + 97 Ox
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Eksaktit DY:t

Jos y ja z ovat x:n funktioita, on

d _OFdy OF 0z
—F(y,2) = By e T 57 Ox

dx
v
Olkoon y =sinx ja z = x? + e* sekd F(y,z) = yz° + 3yz.
Lasketaan %F(y,z).
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Eksaktit DY:t

Yleistetty ketjusaanto

Jos y ja z ovat x:n funktioita, on

d OF 9y OF 8z
VD=5 0 T oz ox

Olkoon y =sinx ja z = x? + e* sekd F(y,z) = yz° + 3yz.
Lasketaan < > Fly,2).

OF dc  OFdy OF  OF ,

dxF(X y(x)) = Ox dx T oy dy dx Ox * @
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Eksaktit DY:t

~ Oxdx  Odydx Ox 8yy
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Eksaktit DY:t

OF dx OFdy OF OF J/
dxF(X y(x)) = Dx dx Ty Jy dx Ox T oy By

Ratkaisuyrite

Muotoa
f(x,y) +g(x.y)y' =0
oleva DY:ta voidaan yrittaa tulkita muodossa
oF OF ,
4LV =0
ox + 8yy
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Eksaktit DY:t

OF dx OFdy OF OF J/
dxF(X y(x)) = Dx dx Ty Jy dx Ox T oy By

Ratkaisuyrite

Muotoa
f(x,y)+&(x,y)y'=0

oleva DY:ta voidaan yrittaa tulkita muodossa

oF OF , d
—_— —_— pry 7F ==
o oy 0& (x,y) =0,
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Eksaktit DY:t

OF dx OFdy OF OF J/
dxF(X y(x)) = Dx dx Ty Jy dx Ox By

Ratkaisuyrite

Muotoa
f(x,y)+&(x,y)y'=0

oleva DY:ta voidaan yrittaa tulkita muodossa

oF OF , d
—_— —_— pry 7F ==
o oy 0& (x,y) =0,

jonka ratkaisu on

F(x,y) = C.
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Eksaktit DY:t

Jos funktiot f ja g ovat riittdvan saanndllisia, funktio F(x,y), jolle
oF

5 = f(x,y) ja ?’TC = g(x, y) on olemassa tarkalleen silloin kun

of _ g
dy  Ox
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Eksaktit DY:t

Jos funktiot f ja g ovat riittdvan saanndllisia, funktio F(x,y), jolle

9F = f(x,y) ja ?’TC = g(x,y) on olemassa tarkalleen silloin kun

of _ g
dy  Ox

Maaritelma

Differentiaaliyhtalo

f(x,y)+g(x,y)y'=0

on eksakti, jos 3 8f = ax € (ja f ja g ovat riittdvan saanndllisia).
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Eksaktit DY:t

Eksaktin DY:n ratkaiseminen

f(va)—I_g(Xv)/)y,:O

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 11 of 31



Eksaktit DY:t

Eksaktin DY:n ratkaiseminen

f(va)—I_g(Xv)/)y,:O
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Eksaktit DY:t

Eksaktin DY:n ratkaiseminen

f(va)—I_g(Xv)/)y,:O

& a—F—l—a—Fy':O
ox Oy

& dF(xy):0
dx
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Eksaktit DY:t

Eksaktin DY:n ratkaiseminen

f(va)—I_g(Xv)/)y,:O

& a—F—l—a—Fy':O
ox Oy

& dF(xy):0
dx

< F(x,y)=C
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Eksaktit DY:t

Jos yhtalo
f(x,y) +g(x,y)y'=0

ei ole eksakti, on toisinaan mahdollista [6ytaa funktio u(x,y) (ns.
integroiva tekija), jolla kerrottuna yhtalo

f(X,y)/.L(X,y) +g(Xay):U’(X7.y)y, =0

on eksakti.
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Eksaktit DY:t

Mallintamistehtava

Etsittava yhtalo sellaiselle kayralle, joka heijastaa x-akselin
suuntaiset sateet origoon.

(0,0)
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DY-ryhmat

Sailididen tilavuus 20 |, alkuehdot x(0) = y(0) = 10 (grammoina)

l 1 1/min, 10 g/I 11/min, 0 g/ll

3 1/min

4 |/min

l 2 |/min
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DY-ryhmat

Kemialliset reaktiot

2N02 NO + NO3
NO3 + co %, % NO;y + CO2
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DY-ryhmat

Kemialliset reaktiot

2N02 NO + NO3
NO3 + co %, % NO;y + CO2

d[NOs]

= = —ko[NO3][CO] + ki[NOJ?
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DY-ryhmat

Kemialliset reaktiot

2N02 NO + NO3
NOs3 + CO N02 + CO»

d[’;’?ﬂ = —k[NO5][CO] + ki[NO,]?
d[iol — ko[NO3][CO]
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DY-ryhmat

Kemialliset reaktiot

2N02 NO + NO3
NOs3 + CO N02 + CO»

d[’;’?ﬂ —  —ko[NOs][CO] + ki[NO]?
A~ kinosico]
d[’;’?ﬂ — 2k [NOoJ? + ko[NO3][CO].
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DY-ryhmat

Kemialliset reaktiot
Merkitdaan x = [NOs], y = [CO], z = [NO2], jolloin

g,); = —koxy + ki z?
d%f = —koxy
% = —2kiz° + koxy
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DY-ryhmat

Kemialliset reaktiot
Merkitdaan x = [NOs], y = [CO], z = [NO2], jolloin

g,); = —koxy + ki z?
d%f = —koxy
% = —2kiz° + koxy

Epalineaarinen DY-ryhma.
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DY-ryhmat

i

UTCD ve (Z=¢ R
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DY-ryhmat

L B
uTC) ve <__C R
Yic
: dvc
u=1I +Ic =1+ -
di
Lﬁ = vc — Ri.
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DY-ryhmat

L f
uTC) ve <__ C R
Yic
dv,
u:iL+ic:iL+Cd—tC
di
L— = vc — Ri.
dt vc L
Jos merkitaan x; = v¢ ja xo = i, saadaan
{ C% = —Xxo+tu
L = x1—Rx |
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DY-ryhmat

Talloin

dxp
dxy
dt

~= O
[
~|z0=
N——
/7
s
~——
+
N
o Nl
N———
=
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DY-ryhmat

Lineaarinen, vakiokertoiminen DY-ryhma

X1 ailxy + ...+ ainxn + fl(t)
Xé = ao1Xy+ ...+ axxXp+ fg(t)
X,/1 = amXy t...+ anpXn + fn(t)
Abstrakti muoto: x’ = Ax + f. DY-ryhm3a on homogeeninen, jos
f=0.
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DY-ryhmat

Lineaarinen, vakiokertoiminen DY-ryhma

Xy = aunxy + ...+ 31Xy + fl(t)
Xy = apxy+ ...+ axxn + h(t)
X = amx1+ ...+ annxy + fo(t)

Abstrakti muoto: x’ = Ax + f. DY-ryhm3a on homogeeninen, jos
f = 0. Tulkinta: Piste x € R" riippuu ajasta t, liikkeen maaraa
yllaoleva DY-ryhma
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DY-ryhmat

Lineaarinen, vakiokertoiminen DY-ryhma

Xy = aunxy + ...+ 31Xy + fl(t)
Xy = apxy+ ...+ axxn + h(t)
X = amx1+ ...+ annxy + fo(t)

Abstrakti muoto: x’ = Ax + f. DY-ryhm3a on homogeeninen, jos
f = 0. Tulkinta: Piste x € R" riippuu ajasta t, liikkeen maaraa
yllaoleva DY-ryhma (alkuehtoineen).
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DY-ryhmat

Lineaarinen, vakiokertoiminen DY-ryhma

X{ = 811X1+---+31nxn+f1(t)
Xé = ao1X] + ...+ axXp+ fZ(t)
X,/1 = amXy t...+ anpXn + fn(t)

Abstrakti muoto: x’ = Ax + f. DY-ryhma on homogeeninen, jos
f = 0. Tulkinta: Piste x € R" riippuu ajasta t, liikkeen maaraa
yllaoleva DY-ryhma (alkuehtoineen).

Lineaarisen, vakiokertoimisen DY-ryhman yleinen ratkaisu on
muotoa

X=qay;+...+cny,+ Yo,

missa yq, ..., y; ovat homogeenisen ryhman ratkaisut ja yq jokin
ryhman yksittaisratkaisu.

v

i = - = =
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DY-ryhmat

Monissa sovelluksissa f(t) voidaan kirjoittaa muotoon

f(t) = Bu(t),

missa B on n x m-matriisi ja u(t) m x 1-vektori.
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DY-ryhmat

Monissa sovelluksissa f(t) voidaan kirjoittaa muotoon

(t) = Bu(t),
missa B on n x m-matriisi ja u(t) m x 1-vektori.
v

x' = Ax + Bu
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DY-ryhmat

Ratkaisuidea (homogeeninen DY)

Etsittdessa reaalifunktiota x joka toteuttaa DY:n x' = Ax (A € R)
strategia on tunnettu:

x' = Ax
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DY-ryhmat

Ratkaisuidea (homogeeninen DY)

Etsittdessa reaalifunktiota x joka toteuttaa DY:n x' = Ax (A € R)
strategia on tunnettu:

"= Ax

X

I
>

x|
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DY-ryhmat

Ratkaisuidea (homogeeninen DY)

Etsittdessa reaalifunktiota x joka toteuttaa DY:n x' = Ax (A € R)
strategia on tunnettu:

x' = Ax
/

=3 i:A
X

= %Inx:A
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DY-ryhmat

Ratkaisuidea (homogeeninen DY)

Etsittdessa reaalifunktiota x joka toteuttaa DY:n x' = Ax (A € R)
strategia on tunnettu:

x' = Ax
/
e Z=A
X
d
& —Inx=A

& Inx = At + Co
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DY-ryhmat

Ratkaisuidea (homogeeninen DY)

Etsittdessa reaalifunktiota x joka toteuttaa DY:n x' = Ax (A € R)
strategia on tunnettu:

x' = Ax
/
=3 i:A
X
= %Inx:A

& Inx = At + Co
& x = Ce™,
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DY-ryhmat

Ratkaisuidea (homogeeninen DY)

Etsittdessa reaalifunktiota x joka toteuttaa DY:n x' = Ax (A € R)
strategia on tunnettu:

x' = Ax
/
=3 i:A
X
= %Inx:A

& Inx = At + Co
& x = Ce™,

missa C = e%.
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DY-ryhmat

Reaalifunktioille siis DY:n x’ = Ax ratkaisu on x = Ce”t.
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DY-ryhmat

Reaalifunktioille siis DY:n x’ = Ax ratkaisu on x = Ce”t.

Voidaanko mairitelld matriisin eksponenttifunktio et siten, ett
derivaatan ominaisuudet olisivat lahes samat kuin skalaariarvoisille
funktioille?
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DY-ryhmat

Homogeeninen ryhma
DY-ryhman

x' = Ax

yleinen ratkaisu pitdisi olla muotoa x = e*c, missi ¢ on

vakiovektori.
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DY-ryhmat

Homogeeninen ryhma
DY-ryhman

x' = Ax

yleinen ratkaisu pitdisi olla muotoa x = e*c, missi ¢ on

vakiovektori. Tama "nahdaan” seuraavasti:
d d

tA tA
—x = —e'c = Ae"'c = Ax
dt dt ’
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DY-ryhmat

Homogeeninen ryhma
DY-ryhman
x' = Ax

yleinen ratkaisu pitdisi olla muotoa x = e*c, missi ¢ on
vakiovektori. Tama "nahdaan” seuraavasti:

d —d .
Ix—ae c = Ae”'c = Ax,

mika pitaa paikkansa jos %em = AetA,
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DY-ryhmat

Homogeeninen ryhma
DY-ryhman

x' = Ax

yleinen ratkaisu pitdisi olla muotoa x = e*c, missi ¢ on
vakiovektori. Tama "nahdaan” seuraavasti:

d d ia tA
—x=—e’'c=Ae"c= Ax
dt dt ’

mika pitaa paikkansa jos %et’q = AetA,
Huomautus: x(0) = ¢

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi

Luentoruudut 4 23 of 31



Lineaariset DY-ryhmat

Tarkea huomio:

Homogeenisen ryhmin ratkaisua x = eAc varten ei tarvitse laskea
matriisia e, vaan e**¢ voikin olla helpompi!
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen ryhmin ratkaisua x = eAc varten ei tarvitse laskea

matriisia e, vaan e**¢ voikin olla helpompi!

Jos v on matriisin A ominaisarvoon A kuuluva yleistetty
ominaisvektori, on
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Jos v on matriisin A ominaisarvoon A kuuluva yleistetty
ominaisvektori, on

etAv _ et)\/—i-tA—t)\l v

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 24 of 31



Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen ryhmin ratkaisua x = eAc varten ei tarvitse laskea

matriisia e, vaan e**¢ voikin olla helpompi!

Jos v on matriisin A ominaisarvoon A kuuluva yleistetty
ominaisvektori, on

Ay = tMFTtA-EN etAlet(A—Al)V
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen ryhmin ratkaisua x = eAc varten ei tarvitse laskea

matriisia e, vaan e**¢ voikin olla helpompi!

Jos v on matriisin A ominaisarvoon A kuuluva yleistetty
ominaisvektori, on

etAv _ etAl—i—tA—t)\lv _ et)\let(A—Al)V _ eAtlet(A—Al)V
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen ryhmin ratkaisua x = eAc varten ei tarvitse laskea

matriisia e, vaan e**¢ voikin olla helpompi!

Jos v on matriisin A ominaisarvoon A kuuluva yleistetty
ominaisvektori, on

tA _ et)\l—i-tA—t)\l

Ay = t)\let(A—Al)V:eAtlet(A—Al)V

v—=e¢e
e)\tet(A—Al)V
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen ryhmin ratkaisua x = eAc varten ei tarvitse laskea

matriisia e, vaan e**¢ voikin olla helpompi!

Jos v on matriisin A ominaisarvoon A kuuluva yleistetty
ominaisvektori, on

tA et)\l—i-tA—t)\l

Ay = t)\let(A—Al)V:eAtlet(A—Al)V

Vv—=e¢e
e)\tet(A—Al)V
=
= My o (tA- M)k

k=0
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen ryhmin ratkaisua x = eAc varten ei tarvitse laskea

tA A

matriisia e”*, vaan e*'c voikin olla helpompi!

Jos v on matriisin A ominaisarvoon A kuuluva yleistetty
ominaisvektori, on

tA et)\/—i-tA—t)\l tAlet(A—Al)V _ eAtlet(A—Al)V

v—=e¢e
e)\tet(A—Al)V

o0

1
= eAtZH(t(A—)\I))kv
k=0
= e“it—k(A—)\l)kv
B k]
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Lineaariset DY-ryhmat

Jos v on matriisin A (yleistetty) A:aan liittyva ominaisvektori, on
(A—Al)™v = 0 jostain rajasta m alkaen ja

ey = et t—(A—)\l)kv

~
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Lineaariset DY-ryhmat

Jos v on matriisin A (yleistetty) A:aan liittyva ominaisvektori, on
(A—Al)™v = 0 jostain rajasta m alkaen ja

ey = et t—(A—)\l)kv

=

Jos erityisesti v on varsinainen ominaisvektori (siis yleistetty
astetta m = 1),

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 4 25 of 31



Lineaariset DY-ryhmat

Yhteenveto

@ Homogeenisen DY-ryhmian x’ = Ax ratkaisu on x = e*Ac.

o Etsitdan matriisin A (yleistetyt) ominaisvektorit jotka
muodostavat kannan. Talloin voidaan esittaa
c=cvi+...+cyv,
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Yhteenveto

@ Homogeenisen DY-ryhmian x’ = Ax ratkaisu on x = e*Ac.

o Etsitdan matriisin A (yleistetyt) ominaisvektorit jotka
muodostavat kannan. Talloin voidaan esittaa
c=cvi+...+cyv,

o eAv; voidaan laskea esityksen
etAy; = etMHA-IA o — At t(A=A)y. perysteella.
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Lineaariset DY-ryhmat

Yhteenveto

@ Homogeenisen DY-ryhmian x’ = Ax ratkaisu on x = e*Ac.

o Etsitdan matriisin A (yleistetyt) ominaisvektorit jotka
muodostavat kannan. Talloin voidaan esittaa
c=cvi+...+cyv,

o eAv; voidaan laskea esityksen
etAy; = etMHA-IA o — At t(A=A)y. perysteella.
o Kertoimet ¢y, ..., ¢, maaraytyvat ehdon ¢ = x(0) perusteella.
v

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 4 26 of 31



Lineaariset DY-ryhmat

Sailididen tilavuus 20 |, alkuehdot x(0) = y(0) = 10 (grammoina)

l 1 1/min, 10 g/I 11/min, 0 g/ll

3 1/min

4 |/min

l 2 |/min
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Lineaariset DY-ryhmat

{x’ = == SRl

y' = 3.%_4.L

20
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Lineaariset DY-ryhmat

{x’ = == SRl

_ Y
y' = 3:-5%5-4%

Homogeenisoitu DY-pari:

/ 1 1
(2 - (-3 D0)
y' = 35545 y 20 5 y
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Lineaariset DY-ryhmat

Matriisin A ominaisarvot:
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Matriisin A ominaisarvot:
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Lineaariset DY-ryhmat

Matriisin A ominaisvektorit
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Lineaariset DY-ryhmat

Matriisin A ominaisvektorit
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen yhtalon ratkaisu
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen yhtalon ratkaisu

Yrite:

(vakiovektori), jolloin saadaan

1
4

(o)-(4 -
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