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Lineaariset DY-ryhmat

Epahomogeeninen tapaus

e Ep3homogeenista DY-ryhmaa x’ = Ax + f varten pitaa |dytaa
yksittaisratkaisu.

@ Tahan voidaan soveltaa vakion variointia: Homogeenisen

ryhmin ratkaisu x = etAc tunnetaan, joten kiytetdin yritetta

x = e¢(t), jolloin

x' = Aefc(t) + eAc/(t).
Sijoittamalla tdma epahomogeeniseen yhtaloon saadaan
Aetc(t) + ec'(t) = Aetc(t) + f,

mika sievenee muotoon

ec'(t) = f & '(t) = e ™F.
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Lineaariset DY-ryhmat

Epahomogeeninen DY-ryhma

o Titen c(t) = /e_tAf dt+c ja

e X = etA/etAf dt + ec.
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DY-pari

Homogeenisen yhtalon ratkaisu
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Lineaariset DY-ryhmat

Homogeenisen yhtalon ratkaisu

Suoraan laskemalla voidaan todeta, etta

%X(t)c = AX(t)c,

siis x = X(t)c on homogeenisen DY:n ratkaisu
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Lineaariset DY-ryhmat

Yksittaisratkaisu

@ Epahomogeenista DY-ryhmaa x’ = Ax + f varten pitaa |oytaa
yksittaisratkaisu.

@ Yksittaisratkaisun loytamiseen voidaan soveltaa vakion
variointia: Jos homogeenisen ryhman ratkaisu x = X(t)c on
tiedossa, kaytetaan yritetta x = X(t)c(t), mika johtaa
DY-ryhmiin X(t)c'(t) = f < ¢/(t) = X7 1(t)f.

e Nain ollen ¢(t) = /X‘l(t)f dt + c ja

= X(t)/Xl(t)f dt + X(t)c.

o Maaraamaton integraali lasketaan jokaiselle koordinaatille
erikseen.
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Lineaariset DY-ryhmat

DY-parin
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Lineaariset DY-ryhmat

Tasta saadaan

ja edelleen ratkaisuna x = X(t)c(t).
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Lineaariset DY-ryhmat

Laplace-muunnokset

Vakiokertoimisen lineaarisen DY-ryhman
x' = Ax + Bu
Laplace-muunnos: sX — x(0) = AX + BU , josta muodollisesti
X(s) = (sl — A)~x(0) + (s/ — A)"1BU(s)

Kaanteismunnos:

x(t) = &(t)x(0) +/0 &(t — u)Bu(u) du,

missa ®(t) = e
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DY-ryhmat

e
(2)=(32)(2)

Matriisin ominaisarvot ovat —8 ja —2, seka naita vastaavat
ominaisvektorit (1,1) ja (—2,1). Yleinen ratkaisu on siis

(1)-e(2)ree(2)

Derivaattaoperaattori

Merkitdan D = d%, jolloin y' = Dy, y" = D?y, y"" = D3y, jne.

Esim. (D -+ 1)(3D — 2)y = (3D2 +D— 2)}/ — 3y// +y/ — 2y
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DY-ryhmat
DY-pari

x' = 3x -2y  +t
y' = 2x -2y +3et

voidaan kirjoittaa muotoon

(D—-3)x +2y = t
—-2x +(D+2)y 3et

Kertomalla ylempi luvulla 2 ja alempi operaattorilla D — 3 saadaan

2(D —3)x +dy = 2t
{ (D—-3)(-2x) +(D-3)(D+2)y = (D-3)3¢,

josta (D? — D — 2)y = 2t — 6et.
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DY-ryhmat

Operaattoriyhtilé (D? — D — 2)y = 2t — 6ef tarkoittaa tavallista
differentiaaliyhtaloa

y" —y' —2y =2t — 6e',

jonka yksittaisratkaisu voidaan Ioytaa Laplace-muunnoksilla:

1
== —t+3e
y 5 + 3e

Funktio x saadaan sijoittamalla tama ylempaan DY:hyn.
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Lineaariset jarjestelmat

Lahtokohta

e Sydte x(t)
@ Tuloste y(t) = S(x(t))

@ Lineaarisuus

S(alxl(t) aF 32X2(t)) = als(xl(t)) + 328(X2(t)).

Mahdollisia malleja

@ y = Ax, missa A on vakiomatriisi.

@ Muuttuvatilainen systeemi, jossa tilavektori s toteuttaa
yhtalon s’ = As + Bx jay = Cs + Dx.
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Lineaariset jarjestelmat
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Lineaariset jarjestelmat

Merkitaan piirisséi kulkevaa sahkovirtaa symbolilla y = /. Talloin
x=RI+ ¢ Q 4 Ldt ja

2 1
X/:RI, f/‘i‘Ld _Ry/+f

C d2 y+Ly//
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Lineaariset jarjestelmat

Jos taas kondensaattorin paiden valista jannitetta merkitaan
symbolilla y, on y = % jal= C‘é—? ja yhtalo x = Rl + % + L%
voidaan kirjoittaa muotoon

x=RCy +y+LCy
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Lineaariset jarjestelmat

Maaritelma
Jos lineaarisen jarjestelman maarittaa lineaarinen DY

y(”) + a,,_ly("_l) + ...+ ay = x(M 4 p ix(MD 4 4 pox.

on jarjestelman siirtofunktio on G(s) = Y(s)/X(s), missa
Laplace-muunnokset on laskettu oletuksilla

0=x(0) =x'(0) =x"(0)=...=y(0) =y'(0) = y"(0) = ....
Ylla olevasta yhtalosta saadaan nailla oletuksilla

S"Y 4+ an 18" Y + .. aY = s"X + bp_1s™ X 4+ ...+ b X,
josta

1

(s" + ap st ban a0)Y = (s" 4+ bm_1s" " 4+ ...+ bo)X
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Lineaariset jarjestelmat

Jos jarjestelmaa voidaan kuvata vakiokertoimisilla lineaarisilla
differentiaaliyhtalcilld, on siirtofunktio G(s) seuraavaa muotoa:

m m—1

s+ ap_1s" 1. +a

6(s)
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Stabiilisuus

\EETIIE

Lineaarinen jarjestelma on stabiili, jos syotteen x(t) ollessa
rajoitettu on tuloste y(t) (output) my0s rajoitettu. Toisin sanoen:
Ix(t)] < My — |y(t)] < M.

Jos ¥ (s ): G(s)X(s), y = L7Y[Y], g = L7Y[G] ja
x(t) = L71[X], on

70 = (e )0 = | o = )
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Stabiilisuus

Jos [x(t)| < My, on
pol = | [ etwrte-vyau

< /|g t—u|du</|g )| M1 du

" /0 ()l du < My [ [e(w)]

/ £(u)] du < o0,
0

on myos y(t) rajoitettu. Voidaan osoittaa, ettd tama on myds
valttamaton ehto.
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Stabiilisuus

Impulssivaste

Impulssivaste tarkoittaa jarjestelman tulostetta kun syotteena on
Diracin delta-funktio. Syotteen ollessa x(t) = §(t) saadaan

y(t) = (g *6)(t) = g(t)-

Johtopaatos

Lineaarinen jarjestelma on stabiili tarkalleen silloin sen
impulssivasteelle g(t) patee

| lete) ot < o0
0
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Stabiilisuus

Askelvaste

Askelvaste tarkoittaa tulostetta, kun syotteena on Heavisiden
askelfunktio:

70 = (e H)(O = | g(u)H(t — u)du = / e

Nain ollen impulssivaste on askelvasteen derivaatta.
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Stabiilisuus

Siirtofunktion hajotelma

Koska siirtofunktio

S AL e L e

G =
(S) s+ ap_1s" 14+ ...+ a

on rationaalifunktio, on silla olemassa osamurtohajotelma

missa a on polynomi ja deg(p) < deg(q). Kaanteismuunnos g(t)
saadaan osamurtohajotelmasta.
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Stabiilisuus

Polynomien kaanteismuunnos
Koska

LI5(1)](s) = /0 T ety dt = 1,

on L[§'(t)](s) = s, L[6"(t)](s) = s2, jne.
Nain ollen polynomien kaanteiset Laplace-muunnokset sisaltavat
delta-piikin derivaattoja eivatka naiden integraalit ole rajoitettuja.
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Stabiilisuus

Kaanteismuunnos

Jos deg(p) < deg(q), on

missa ¢, A € C.
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Stabiilisuus

Jos A=a+if, on
eM = e%(cos Bt + isin At),

jonka itseisarvo kasvaa rajatta, jos a > 0, mutta lahestyy nopeasti
kohti nollaa, jos a < 0. Taman vuoksi integraali

o0
/ th=ler dt
0

suppenee tarkalleen silloin kun Re(\) < 0.
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Stabiilisuus

Maaritelma

Jos siirtofunktio G(s) = % on rationaalinen ja supistettu siihen
muotoon, etta osoittajalla ja nimittajalla ei ole yhteisia nollakohtia,
sanotaan nimittajan nollakohtia navoiksi

Johtopaatos

Lineaarinen systeemi on stabiili tarkalleen silloin kun sen
siirtofunktion napojen reaaliosat ovat negatiivisia.
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Stabiilisuus

R
QX) c ——
a d
x:R/+§:RCy’+y,
Josta X(s) = RCsY(s) + Y(s) = (RCs +1)Y(s) ja
Y(s) = mea g XO)
YT RCs+1
~————
G(s)
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Stabiilisuus

Siirtofunktion ainoa napa on s = —% < 0, joten systeemi on
stabiili.
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Lineaariset jarjestelmat

Jos kondensaattorin paiden valista jannitetta merkitaan symbolilla
y,ony = %ja | = C% ja yhtalo x = Rl+%+L% voidaan
kirjoittaa muotoon

x=RCy' +y+ LCy",
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Stabiilisuus

Tasta
X =RCsY + Y + LCs?Y,

mistd nahdaan etta siirtofunktio on G(S)
Siirtofunktion navat ovat

—RC + \/(RC)Z=4LC

2LC

_ 1
~ LCs2+RCs+1°

Reaalisten parametriarvojen vuoksi (RC)%? — 4LC < (RC)?, joten
tassakin tapauksessa siirtofunktion nimittajan nollakohtien
reaaliosat ovat negatiiviset.
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