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Fourier-sarjat

> 2 A — 27 27n
f(x) = Z Foe T = 0+Z(A cos?x+B sin — T )
n=—oo
Funktion f Fourier-sarjassa esiintyy perustaajuus f = ja sen
kaikki kokonaislukumonikerrat 2, 2, ... (jos kert0|met # 0).
Taajuus + esiintyy amplitudeilla F1, (valhtoeht0|sest|.
amplitudeilla A, ja B))

Taajuuksien £ 2 3 . sijasta kaikki reaaliluvut f € [0, c0).
J T

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 2 of 18



Fourier-integraalit

Funktion f(x) esitysta
)= [ Femay

sanotaan Fourier'n integraaliksi ja F(y):ta funktion f spektriksi.

Analogisesti Fourier-sarjojen kanssa, maaritellaan
Fourier-analyysissa kahteen suuntaan aareton integraali
(poikkeuksellisesti) Cauchyn paaarvona:

/OO F(x)dx = lim /M F(x) dx

—69 M—o0 M
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Fourier-integraalit

Fourier'n integraalissa

0= [ Fp)eay

—00

funktio f on esitetty y-taajuisten eksponenttifunktioiden 7>
"summana”. Kertoimia F(y) ja F(—y) sanotaan taajuuden y >0
amplitudeiksi.
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Fourier-integraalit

oo
Olkoon funktio f sellainen, etta integraali |f| on darellisend

—0oQ0
olemassa ja etta f:lla on vain aarellinen maara epajatkuvuuskohtia
aarellisilla valeilla. Talloin f voidaan epajatkuvuuskohtia
lukuunottamatta esittaa Fourier'n integraalina

1= [ Fp)Eay,

—00

missa

F(y) = /00 f(x)e 2™ dx.

— 00
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Fourier-integraalit

Maaritelma
Funktion f Fourier-muunnoksella tarkoitetaan funktion f spektria
F esityksessa
Sy .
)= [ Femay
—0oQ0
ja merkitaan

o0

Hmzﬂmnz/‘amfwww

—00
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Fourier-integraalit

Jos F(y) on funktion f(x) spektri, siis

(e}

Fx) = / F(y)e2™ dy,

—0o0
on

F(y) = /00 f(x)e_zmlxy dx,

—00

mika merkitsee sita, etta funktion F(—y) spektri on f(x).

Maaritelma

Funktion F kaanteisella Fourier-muunnoksella tarkoitetaan

S€uraavaa:
00

FUAW) = [ Fl)em™

—00
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Fourier-integraalit

F I =FF ] =f

Vaihtoehtoiset merkinnat

F=Ff =7

Useissa sovelluksissa f kuvaa fysikaalisen suureen esittamaa
signaalia, jolloin muuttujasta kaytetaan merkintaa t (aika). Talldin
funktion f graafisesta esityksesta (tai joskus myos funktiosta f)
kaytetaan nimitysta aikataso.

Signaalin spektrin muuttujasta kaytetdan merkintaa f (frekvenssi
eli taajuus). Spektrin graafisesta esityksesta (tai joskus myos
spektristd) kaytetdadn nimitystd taajuustaso.
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Maaritelmia

Maaritelma

Jos F(y) on funktion f : R — C spektri, ja

F(y) =|F(y)l e’

sen napakoordinaattiesitys, sanotaan, etta |F(y)| on
amplitudispektri ja 6(y) vaihespektri.

w
Maaritelma

sin Tx .
sincx:{ mx o Jos x#0

1, josx=0

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 3 9 of 18



Sinc-funktio
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Sinc-funktio
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Sinc-funktio
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Sinc-funktio

A
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Pulssifunktio

Pulssifunktio

1, kun |x| < %
N(x) =2 %, kun|x|=12
0, kun|x| > 1.

FIN|(y) = sincy,

joten

Sy .
M(x) :/ sincy - €™ dy.

— 00
v
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Fourier-muunnokset

Maaritelma

—1, jos x <0,
sgn(x) = 0, josx =0,
1, jos x> 0.

v
e F[sgn|(y) maaritelmaan perustuen
o Esimerkki 43

1
@ "Sopimus”: Flsgn](y) = Ty
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http://users.utu.fi/mikhirve/ins1920/InsC/E43a.pdf

Fourier'n integraali

[ oy

— 00

= /OOO(A(y) cos(2mxy) + B(y)sin(2mxy)) dy,

Aly)=F(y) + F(-y) Jja B(y)=i(F(y)— F(~y))

Jos f on reaaliarvoinen, on F(y) = F(—y), mista seuraa, ettd A(y)
ja B(y) ovat reaalisia.

v
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Fourier'n integraali

Amplitudi — vaihe -muoto

Jos f on reaaliarvoinen, on
F(x) = 2 /0 VB sy - el

Lisaksi

F(=y) = [F(=y)| ") = [FG)| ) = [F(y)] €.

Taten reaaliarvoisille funktioille f on myds 6(—y) = —6(y).
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Fourier-muunnosten ominaisuuksia

o Lineaarisuus: Flaif + anh] = a1 F[f] + aaF|[f]

@ Duaalisuusperiaate: F[F](x) = f(—x)

@ Kompleksinen modulaatio eli taajuussiirto:
FIf(x)e™](y) = F(y — yo)

Aikasiirto: F[f(x — x0)](y) = F(y)e 2m>oy

Skaalaus: Jos o > 0, on F[f(ax)](y) = LF(%)
Derivointi: F[f'(x)](y) = 2miyF(y)

Parsevalin kaava: Olkoon G(y) = F[g(x)](y). Talloin

| F0rshIdy = [ gt ox
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