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Konvoluutio

Esimerkit 47-49
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Heavisiden funktio

Maaritelma

1 0
H(x) = 5(sgn() +1) = { 3
1

, Jos x <0,
, jJosx=20
, Jos x>0

Maaritelma

ZH(x) = 6(x),

H(x):/x o(t)dt
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Fourier-muunnokset

Parsevalin kaava:

| rwgiax= [ Fuyetay
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Fourier-muunnokset

Derivointiperiaate:

FIFCNy) = 2miy F[F(x)](v)

Integrointiperiaate 7
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Signaali kaytannossa

Sovelluksissa f on yleensa ajan myota muuttuva fysikaalinen suure.
Esimerkiksi

@ limanpaineen vaihtelu (3ani)
@ Jannitteen vaihtelu (lankapuhelimet, DSL-linjat)

@ Sihko- ja magneettikentan vaihtelu (esim. valo, radioaallot)

v

Sovelluksissa ei yleensa voida saada eksplisiittista lauseketta
f(x):lle. Tasta seuraa, ettd spektrin laskeminen tavallisin
differentiaali- ja integraalilaskennan keinoin analyyttisesti ei
onnistu.
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Analoginen Fourier-muunnin

Korvan rakenne

Hammer
il

= [ P
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Analoginen “Fourier-muunnin”

Korvasimpukka

Dissipating
sound energy

1.500 He Incoming

sound energy.

Oval window,
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Signaali kaytannossa

@ Sovelluksissa ei voida yleensa tuntea signaalia f(x) miten
tarkasti tahansa.

o Kaytannossa joudutaan tyytymaan naytteisiin f(xp), f(x1),
f(x2), ... ja vielapa ndidenkin likiarvoihin.

@ Signaalin korkeat taajuudet jaavat taltioimatta. Maare
"korkeat”, riippuu naytteenottopisteiden xg, x1, X2, ... valista.

@ Esimerkki: CD-audio -standardia varten mikrofonin tulee
taltioida ilmanpaineen arvo 44100 kertaa sekunnissa. Kukin
taltiointi (ndyte) esitetddn 16 bittia kayttden. Stereodantd
varten tarvitaan tallGin 2-44100-16 b ( ~ 172 kB) sekunnissa.
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Maaritelma

Sanotaan, etta funktio

0= [ Fp)e dy

oo

sisdltda taajuuden y, jos F(y) # 0 tai F(—y) # 0.
Jos funktio f ei sisalla B:ta korkeampia taajuuksia, on siis
F(y) =0, kun |y| > B

Esimerkki 55
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin naytteenottolause
Jos funktio f ei sisalla B:ta eika sita korkeampia taajuuksia,
voidaan f epajatkuvuuspisteita lukuunottamatta selvittaa arvoista

d, = f(55).
Lisdksi patee (Shannonin-Whittakerin interpolaatiokaava)

f(x) = Z dpsinc(2Bx — n)

n=—oo

Nyquistin-Shannonin naytteenottolauseessa esiintyvaa taajuutta
2B kutsutaan Nyquistin naytteenottot'aajuudek& Javalia 55
sanotaan Nyquistin naytteenottovaliksi.
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Nyquistin-Shannonin lauseen todistus

oo . B .
o )= [ Foeay= [ Fp)eay

o -B

@ Arvot

d, 1 _-n 1 (B _2min
— (== [ F Y dy ovat
28 28 \28) 2B /_B (y)e™ 2" dy ova

spektrin F(y) Fourier-sarjan kertoimet, joten

d_n 2nin
F(y): Z 2BQZBy_

n=—0o0

B . oo
o f(x)= / F(y)e*™™ dy = ... = Z dpsinc(2Bx — n).
-B

n=—0o0
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Nyquistin naytteenottotaajuus
Shannonin-Whittakerin interpolaatiokaava

Kaava voidaan kirjoittaa muotoon

f(x) = Z dpsinc(2Bx — n)

= Z dy 5( ))*2Bsmc(28x)

v

Jos f(x) = FYF(y)](x), on

FYHF(y) - n(2B)]( x) = f(x) * 2B sinc(2Bx)
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Nyquistin naytteenottotaajuus

Naytteista d, = f(55) rekonstruoidaan alkuperdinen signaali
seuraavasti:

@ Muodostetaan “Diracin kampa”

< d n
Z ﬁ&x—ﬁ)

n=—0oo

@ Leikataan tasta taajuuden B ylittavat osat kertomalla spektri
pulssifunktiolla M(5%).

@ Tulos:
(o)

d, n .
Z gé(x — ﬁ) * 2B sinc(2Bx).

n=—oo
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Jatkuvan ja pistespektrin yhdistaminen

Fourierin integraali

Integraalissa
)= [ e dy

—00

spektri F(y) on madritelty kaikilla y € R (jatkuva spektri).

Fourierin sarja

Sarjassa
> 2min
f(x) = Fhe 77X

n=—0oo

spektri F, on maaritelty vain n:n kokonaislukuarvoilla (F, vastaa

taajuutta #). Tata kutsutaan pistespektriksi.
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Jatkuvan ja pistespektrin yhdistaminen

Pistespektri integraalissa

Jos -
f(x) = Fre'™,
n=—00
maaritellaan -
n
Fiy)= > Fadly = 3)
n=—00
OO .
[ o g
—00

v

Esimerkki 56
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Diskreetti Fourier-muunnos (DFT)

Maaritelma
Signaali f on aikarajoitettu, jos on sellainen vali [0, M], etta
f(x) = 0 aina kun x ¢ [0, M].

Tasavaliset naytteet
Olkoon f aikarajoitettu vilille [0, M] ja M = N - Ax. Merkitaan
fo =f(0), A =f(Ax), L =1f(2-Ax), ..., fy_1 = F((N — 1)Ax) )

Nyquistin-Shannonin lauseen mukaan vain arvoa B = 2AX
matalammat taajuudet voidaan rekonstruoida.
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