Insinoorimatematiikka: Lineaarialgebra 2023
Demonstraatio 1, 7.11.2023

1. Selvitd onko vektoreiden vy = (2,—1) ja vy = (1, 3) avulla (lineaarikombinaa-
tiona) mahdollista muodostaa vektori (—4,9)7

Mallivastaus: Pitda selvittiad onko sellaisia lukuja ¢ ja cg ettd (—4,9) = ¢1(2, —1)+
c2(1,3) = (2¢1 + c2, —c1 + 3c2), jolloin siis pitaa ratkaista yhtaloryhmé

2c1  +c = —4
—c1 +3ca = 9

Esimerkiksi kertomalla alempi yhtéld luvulla 2 ja laskemalla yhtélét yhteen
saadaan 7co = 14, josta co = 2. Sijoittamalla tdmé ylempéin yhtal66n saadaan
2c¢1 = —06, josta ¢; = —3. Vaihtoehtoisesti yhtéloparin voi ratkaista Gaussin-
Jordanin menetelméll.

2. Selvitd onko vektoreiden v; = (1,2, —2) ja v2 = (—1,2, 3) avulla (lineaarikom-
binaaationa) mahdollista muodostaa vektori (1,2, 0)?

Mallivastaus: Pitda selvittad onko olemassa luvut ¢; ja cg joille yhtalé (1,2,0) =
c1(1,2,-2) + c2(—1,2,3) toteutuu. Tam& on yhtdpitdvad yhtaloryhmén

C1 —Cy = 1
2c1 4+2c9 =
—201 +302 =0

kanssa.

Esimerkiksi laskemalla toinen ja kolmas yhtdlé yhteen saadaan 5co = 2, josta
co = % Sijoittamalla tdma toiseen yhtédl6on saadaan ratkaistua c; = % Naméi
arvot eivit kuitenkaan toteutua ensimmaistd yhtalod, joten yhtaloryhmalla ei
ole ratkaisua.

Vaihtoehtoisesti yhtaloryhman ratkaisuja voidaan hakea Gaussin-Jordanin me-
netelmall ja todeta ettd ratkaisuja ei ole.

3. Mairitelldén joukko A C R? seuraavasti: A = {(z,y) |z =%,y =13 | t € R}.
Selviti onko A vektoriavaruuden R? aliavaruus. Ohje: On selvitettiivi kuuluuko
joukon A alkioiden summa sekd skalaarimonikerta joukkoon A.

Mallivastaus: Valitaan esimerkiksi t = 1, josta n&dhddan ettd (1,1) € A. Toi-
saalta arvolla t = —1 nahdéén etté (1, —1) € A. Ndiden summa on (1,0), mika
ei voi kuulua joukkoon A, silli (1,0) = (t2,#%) ei toteudu millekééin ¢:n arvolle.
Joukko A ei siis ole suljettu vektoriyhteenlaskun suhteen eikéd néin ollen A ole
R%:n aliavaruus.

4. Madritellasn joukko A C R? seuraavasti: A = {(z,y) | 3= + 5y = 0}. Selviti
onko A vektoriavaruuden R? aliavaruus. Ohje: Samoin kuin edellisessi tehti-
vassa.

Mallivastaus: oletetaan, ettd (z,y) € A. Télloin 3z + 5y = 0, mista luvulla ¢
kertomalla huomataan, ettd 3-cx+5-cy = 0, joten myds c(z,y) = (cz,cy) € A.
Oletetaan sitten, ettd (x1,y1) ja (x2,y2) € A. Talléin 3x1 + 5y;1 = 0 ja 3z2 +
5y2 = 0 ja laskemalla namé& yht&lot yhteen saadaan 3(zq +22) +5(y1 +y2) = 0.
Téaten siis my6s (x1,y1) + (2,y2) = (1 + 22,91 + y2) € A. Joukko A on siis
suljettu skalaarikertolaskun sekd vektoriyhteenlaskun suhteen, joten se on R™:n
aliavaruus.



5. Selvitd onko vektoreiden v; = (1,1), va = (1, —1) ja v3 = (1, —5) avulla mah-
dollista saada (lineaarikombinaationa) vektoria (2, —4) jopa kahdella eri taval-
la? Muodostavatko vektorit v1, vo ja vs lineaarisesti riippumattoman joukon?

Mallivastaus: On etsittava sellaiset luvut ¢y, ¢, c3, ettd
(23_4) :61(1,1)+02<1,—1)+03(1,—5), (1>
miké on sama asia kuin yhtaléryhméan

c1 +c2 H+ez = 2
Cl1 —C —563 = —4

ratkaiseminen. Tadmé&n yhtéloryhmén augmentoitu matriisi on

1 1 1 2
1 -1 =5 —4 )~

Lisdamalla 1. rivi toiseen luvulla —1 kerrottuna saadaan

11 1 2
0 -2 -6 —6 )’

kertomalla 2. rivi luvulla —1 saadaan

2
111 2
013 3)°

ja lisddmalla 2. rivi ensimmaéiseen luvulla —1 kerrottuna saadaan matriisi

1 0 -2 -1
o1 3 3)°

C1 —263
c2 +3cy = 3

Tastd voidaan lukea kaikki ratkaisut:

jota vastaa yhtalopari

I
|
—_

(01702703) = (203 - 11_303 —|—3,Cg) = (2037_303703) =+ (_17370)
= ¢3(2,-3,1)+(—1,3,0),
missd c3 € R. Téstd ndhdaan, ettd ratkaisuja yhtalolle (1) on direttomaén

)
monta, esim. valitsemalla c3 = 0 saadaan (ci, c2,¢3) = (—1, 3,0) ja valitsemalla
esim. cg = 1 saadaan (c1,co,c3) = (1,0, 1).

Tehtévin vektorijoukko ei siis ole kanta, vektorin (2, —4) esitys sen avulla ei ole
vksikésitteinen. On mahdollista kylldkin todeta, ettd kyseinen kolmen vektorin
joukko riittii generoimaan koko R?:n.

6. Miksi B = {i +j,i — j} on avaruuden R? kanta? Esit# vektori (4, —1) tdmin
kannan avulla. Ohje jilkimmaéiseen tehtévain: Etsi sellaiset luvut ¢; ja co, etté

(4,-1)=c1(t+7) +c2(i — J).

Ota huomioon, ettd 2+ j = (1,1) jai —j = (1,—-1).



Mallivastaus: Vektorit (1,1) ja (1, —1) ovat lineaarisesti riippumattomat, silla
yhtéls ¢1(1,1) 4+ c2(1,—1) = (0,0) on ekvivalentti yhtéloparin

c1 +coa = 0
cq —cg = 0

kanssa. Helposti todetaan, ettd tdmén ainoa ratkaisu on (c1,c2) = (0,0). Las-
kemalla yhteen voidaan todeta ettd 26 = (1,1) + (1,—1), josta ¢ = 2((1,1) +
(1,—1)) ja véhentimilld saadaan 2§ = (1,1) — (1,—1), josta j = 3((1,1) —
(1,—1)). Néin ollen kannan {4, j} vektorit voidaan esittdé joukon B vektorei-
den lineaarikombinaatioina, joten siis joukko B generoi avaruuden R?. Koska
se todettiin jo lineaarisesti riippumattomaksi, se on avaruuden R? kanta.

Vektorille (4, —1) saadaan esitys kannan B avulla esim. seuraavasti:
.. 1 1 3 5
(4a _1) =4di—j5 = 45((1a 1)+(1> _1))_5((17 1)_(17 _1)) = 5(13 1)+§(1a _1)'

. Valitaan kantapolynomeiksi 1, z, z(x — 1) ja z(x — 1)(z — 2). Etsi polynomille
234222 — 42 — 2 esitys valittujen kantapolynomien avulla. Ohje: On l6ydettiivi
sellaiset luvut cg, c1, co ja c3, ettd

a2 +220% —dr —2=co-1+eci v+ x(xr—1)+c3 x(zr—1)(z—2).
Mallivastaus:

co-l+ecr-z4c-zz—1)4cs-z(z—1)(z—2)
co + c1z 4 co(2? — x) + c3(2® — 322 + 22)
= co+ (c1 — o+ 2¢3)x + (c2 — 3c3)x? + e3>,

Vertaamalla kertoimia tehtdvin polynomiin saadaan yhtaléryhma

Co = =2
1 —Ccy +2c3 = —4

C9 —303 = ’
Cc3 = 1

jonka alimmasta yhtélosta selvidd cs, tdman avulla toiseksi alimmasta co, jne.
Néin ollen (cg, ¢1,c2,¢3) = (—2,—1,5,1) ja siis

34 22% 4o —2=-2—z+5z(x—1)+z(z—1)(z—2)

. Miké on yhtédloparin
r + 2y =-1
2z + y =1

kerroinmatriisi? Ent& augmentoitu matriisi? Saata augmentoitu matriisi re-
dusoituun porrasmuotoon ja totea tastd yhtéloparin ratkaisut.

(21)
(37 1)

Mallivastaus: Kerroinmatriisi on

augmentoitu matriisi



Augmentoidusta matriisista saadaan redusoitu porrasmuoto seuraavasti:
1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 0 1
21 1 0o -3 3 01 -1 01 -1 )"
Viimeisin matriisi vastaa yhtéaloparia
x = 1
y = -1~

jonka ratkaisut voidaan lukea suoraan.

9. Mika on yhtdléryhmén

z 4y +2z =1
—x +z =-3
2v +y  +=z =14

kerroinmatriisi? Ent& augmentoitu matriisi? Saata augmentoitu matriisi re-
dusoituun porrasmuotoon ja esitd yhtéloryhmén ratkaisut muodossa

za + b,

missi, 2 € R ja a, b € R3.

Mallivastaus: Yhtaloryhméan kerroinmatriisi on

1 2
-1 0 1
11
ja augmentoitu matriisi
11 2 1
-1 0 1 -3
211 4

Redusoitu porrasmuoto augmentoidulle matriisille saadaan seuraavasti:

11 2 1 11 2 1 11 2 1
-1 01 3 |~{0 1 3 -2 ]~|013 -2
211 4 0o -1 -3 2 000 O
10 -1 3

~ 01 3 -2
00 0 O

Redusoitu porrasmuoto vastaa yhtaloryhméas

x —z =3
y +3z =-2"7
jonka ratkaisut ovat (x,y,z2) = (2 +3,—-32z — 2,2) = (2,—-32,2) + (3,-2,0) =
z(1,-3,1) + (3,—2,0), missd z € R.



