Insinoorimatematiikka: Lineaarialgebra 2023

Demonstraatio 4, 28.11.2023

Mikili ei toisin mainita, tehtivit tulee suorittaa kisin laskemalla.

Demotehtavissa
1 2 -1
A:<_36 _41> ja B=|0 0 -2
0 0 -2

ovat samat matriisit, joille Demo 3 tehtévissd on jo médritetty ominaisarvot ja -
vektorit.

1. selvitd mill4 kulman « € [0, 27) arvoilla kiertomatriisin
cosa —sinao
R, = )
sin o cos «
ominaisarvot ovat reaalisia.

Mallivastaus: Ominaisarvoyhtilé on

cosa — A —sin«
sina cosa — A

=0,

joka saadaan muotoon
A —2cosa-A+1=0.

Ominaisarvot saadaan téstd yhtalosté:

2cosa +v4cos?a —4 3

A = 5 =cosa =+ V —sin® «

= cosatilsinal.

Ominaisarvot ovat reaalisia vain kun sina = 0, miki toteutuu valilld [0, 27)
vain kun « € {0, 7}.

Mietittavaid: Mistd mahtaa johtua, ettd reaaliset ominaisarvot kiertomatrii-
sille ovat mahdollisia vain nilld kulman « arvoilla?

2. Esitid vektori (3,—4)7 matriisin A ominaisvektoreiden lineaarikombinaationa
ja esité lauseke

n T
A™(3,—4)
niinikddn ominaisvektoreiden lineaarikombinaationa.

Mallivastaus: Demotehtédvan 7/21.11. perusteella matriisin ominaisarvot ovat
1 ja 6 ja niihin liittyviit ominaisvektorit (1,2)7 sekd (—1,3)7.

On selvitettivi skalaarit a ja b, joille (3, —4)T = a(1,2)T + b(—1,3)7. Tasti

saadaan yhtalopari
a—b = 3
2a+3b = 4’

jonka ratkaisu on (a,b) = (1, —2). Néin ollen

A3, —4)T = An(1,2)T—24"(-1,3)T = (1,2)T—2-6"(~1,3)T = (1-2-6",2—6-6")T.



3. Esitd matriiseille A ja B similaarinen diagonaalimatriisi.

Mallivastaus: Matriisien ominaisarvot ja -vektorit on selvitetty demotehtévissa
21.11./ 7-8. Kummankin matriisin ominaisvektoreista voidaan selvésti muo-
dostaa koko avaruuden kanta (miksi?), joten similaariset diagonaalimatriisit
saadaan asettamalla diagonaalille ominaisarvot. N&in ollen

10 0
A~<é_g> ja B~[00 0
00 -2

4. Matriisi A maarittad lineaarikuvauksen

(3)=2(3)

Valitaan avaruuden R? kannaksi B matriisin A ominaisvektoreiden muodosta-
ma kanta. Mika on kuvauksen matriisi kannan B suhteen?

Mallivastaukset: Matriisin A ominaisvektoreiden kuvat ovat A(1,2) = 1-(1,2)+
0-(—1,3) ja A(—1,3) = 0-(1,2)+6(—1, 3). Néin ollen lineaarikuvauksen matriisi
kannan B suhteen on
1 0
(05

(vrt. Demo 14.11. tehtavit 2,4,5,6,7)

5. Laske e ja sin(tA). Ohje: T#ssi tarvitaan diagonaalimuodon lisiksi diago-
naalisuuden valittdvi matriisi.

Mallivastaus: Diagonaalisuuden vélittava matriisi saadaan valitsemalla sarak-
keiksi ominaisvektorit:
1 2
P = .

Téaman kddnteismatriisi saadaan Gaussin-Jordanin menetelmélld (kts. Demo

14.11 tehtéva 9):
1 /3 -2
-1 _ 1L
Fr=3 ( 11 >

R ]

Tésté esityksestd voidaan maarittéia

6tA _ 1 1 2 el 0 3 -9 _ 1 2¢ 6t 4 3t 96t _ 9pt
5 -1 3 0 e 6t 1 1 T 5\ 3e6t — 3¢t 2¢6t 4 et

ja
. 1 1 2 sint 0 3 =2
sin(td) = 5(—1 3>< 0 —sin6t><1 1)

B 3sint — 2sin6t —2sint — 2sin 6¢
o —3sint — 3sin6t  2sint — 3sin 6t

o=(43)

Téten

6. Maaritd matriisin



ominaisarvot ja ominaisvektorit. Onko matriisi C' diagonalisoituva?

Mallivastaus: Ominaisarvoyht&lé on
(T=XN(=5-XN)—9(-4) =02 X -22+1=0 =1

Ominaisarvoon A = 1 liittyvdt ominaisvektorit saadaan Gaussin-Jordanin pro-

sessilla:
-6 -9 13
—4 —6 0o 0/’

josta nihdédn ettd ominaisvektorit ovat (z,y)T = (—=3y,y) = 4(-3,2)T. Niis-
td ei voi muodostaa avaruuden R? kantaa, joten matriisi C' ei ole diagonalisoi-
tuva.

. Olkoon C edellisen tehtivin matriisi. Etsi sellainen matriisi P, etti P~'CP =
J on Jordan-lohkomuotoa. Ohje: Selvitd toisen kertaluvun ominaisvektorit ja
etsi Jordanin ketju. Gaussin-Jordanin menetelmé redusoidun porrasmuodon ja
kadnteismatriisin etsimiseksi voidaan suorittaa koneellisesti.

Mallivastaus: On etsittdva toisen kertaluvun ominaisvektori ja sitd varten mat-
riisi (C'—1-1)%? = O, joten toisen kertaluvun ominaisvektorit toteuttavat yhté-
16n Ox = 0. Miki hyviinsi avaruuden R? vektori siis kelpaa. Valitaan sellainen,
jota ei saadaa 1. kertaluvun ominaivektorin skalaarimonikertana; esimerkiksi
(1,0)7 (miksi tim# kelpaa?). Matriisia P varten tulee etsid Jordanin ketju,
mik3 tassd tapauksessa tarkoittaa sitd, ettd 1. kertaluvun ominaisvektori tulee
valita seuraavasti:

(C—1-I)(1,00T = (6,-4)T

Matriisiksi P voidaan siis valita
Taméan kddnteismatriisi on
ja
1 _
o1 6 1 1 1 0 1
4\ —4 0 01 4 6

(214 ...+ z2)? <n(a?+... +22).

. Osoita etté

Ohje: Kiytd Cauchyn-Schwarzin epiyhtiloa sopivasti valitulla vektorilla y.

Mallivastaus: Cauchyn-Schwarzin epiyhtélo tavalliselle pistetulolle saa muodon
(1y1 4+ F ) < (B 4 F YD) (@t 4 2P,

Sijoittamalla tdhin y = (1,1,...,1) saadaan tehtdvin viite.

. Jos ® = (x1,22) ja y = (y1,y2), madritellaan

(x,y) = dz1y1 — 271Y2 — 272Y1 + 2T2Y2.

Osoita ettd (z,y) toteuttaa kaksi ensimmdisti sisitulon ehtoa. Ohje: 522 —
4x119 + 2:8% = 3:6% + 2(%1 — x2)2.



Mallivastaus: Ensimmaéinen ehto on (x,x) > 0 ja & = 0 jos ja vain jos = 0.
Tama voidaan todeta seuraavasti: Valitaan & = (z1,x2) ja y = @. T4lloin

(x,x) = 5x? — 2w119 — 2womy + 223 = 327 + (21 — 22)? > 0,

koska 3x% > 0 ja (1 — x2)? > 0. Jos viimeisin lauseke = 0, on oltava seki
31‘% = 0 ja 1 — 2 = 0. ensimmadisen perusteella 1 = 0 ja toisen perusteella
myos xo = 0.

Sisdtulon toinen ehto on vaihdannaisuus ja tdmé on selvidd médritelmén mu-
kaiselle lausekkeelle:

(y, ) = byix1 — 25122 — 2y2x1 + 2y222
= briy1 — 2z1Y2 — 222y + 2x2y2 = (Y, x).

Huomautus: My6s kolmas sisdtulon ehto toteutuu, vaikka tdmaé on tydladmpi
todeta laskennallisesti. Huomaamalla etté

Sy1w1 — 2y172 — 24221 + 2y2w2 = w1(5y1 — 2y2) + w2 (—2y1 + 2y2)
5yl — 2y9 5 —2 Y1 )
= Xr1x =(r1x
(12)(—2y1+2yz> (12)<—2 2)(:1/2

ja ettd ( 9 o Jon symmetrinen positiividefiniitti matriisi, voidaan tode-

ta suoraan ettd tehtdvin lauseke méirittelee sisdtulon. Symmetrinen matriisi
voidaan havaita positiividefiniitiksi maérittdmalla ominaisarvot ja toteamalla
ettid ne ovat positiiviset.



