Insinoorimatematiikka: Lineaarialgebra 2023
Demonstraatio 5 5.12.2023

1. Olkoon B = {by, by} avaruuden R? kanta, £ = x1b; + 22b2, ja y = y1b1 + y2bs
ja (x,y) jokin sisdtulo.

Sijoita vektoreiden x ja y kantaesitykset sisdtuloon (x,y) ja esitd tdmé kanta-
vektoreiden sisétulojen (b;, b;) avulla.

Vertaa nain saatua lauseketta matriisituloon

(1 ) ( My Mo > ( Y1 >
Ms1 Moo Y2
Mité voit todeta matriisialkioista M;;?

Mallivastaus: Avaruudessa R? siséitulo on reaalinen, joten

(x,y) = (z1b1 + x2b2, y1b1 + y2bo)
= 21y1(b1, b1) + z1y2(b1, b2) + z2y1 (b2, b1) + z2y2(b2, b2)

Toisaalta
My Mo > < Y1 > ( M1y + Myoyo >
1T =(z1 x
(21 22) ( Moy Moo Y2 (21 22) Ma1y1 + Mooy
=z Mi1 + v1y2Mig + 2oy1 Mar + 2oy2 Moas.

Jos siis valitaan matriisialkioiksi M;; = (b;, b;) saadaan sisédtulolle esitys koor-
dinaattivektoreiden = = (z1,22)” ja y = (y1,%2)" avulla muodossa x” My.

Huomautus: Koska (b;,b;) = (b;,b;), voidaan todeta ettd matriisi M on
symmetrinen. Koska (z,x) = ! Mz, voidaan todeta myds ettid matrisiisi M
on positiividefiniitti.

2. Sopivalla sijoituksella 1 = ax + By ja y1 = vz + dy voidaan nelidmuodosta
azx? + bry + cy? eliminoida "sekatermi” zy.

Tarkastele tatd varten ensin miltd nayttas

(3 4)(;)

522 — day + 2y°

ja kirjoita sen jalkeen

muotoon (1). Etsi sitten kaavassa esiintyvin matriisin ominaisarvot ja -vektorit,
similaarinen diagonaalimatriisi ja similarisuuden valittdva matriisi. Miten néais-
td selvidd sijoitus, jossa "sekatermi” xy havidd? Vihje: Edellisen kerran demo-

tehtavé.
(5 )(3)=en(iiy)

= az®+ bzy + bzy + cy® = ax? + 2bxy + cy®.

Mallivastaus:



Téamén perusteella

2 2 5 -2 X
Sz 41:y+2y—(:xy)(_2 2><y>

Matriisin ominaisarvot 16ytyvit ratkaisemalla yhtalo

‘ 55—\ —2

9 9_1 ‘:0<:>(5—>\)(2—/\)—4:O<:>)\2—7)\+6:O<:))\e {1,6}.

Ominaisarvoihin A = 1 ja A = 6 liittyvéit ominaisvektorit 16ytyvit yhtéalon (A—
M)z = 0 ratkaisuista, sellaisiksi voidaan valita esimerkiksi (—2,1)7 ja (1,2)7.
Niiden kummankin normi on v/5, joten valitaan diagonaalisuuden vilittaviksi

matriisiksi
1 -2 1
Pl 1)
Suoraan laskemalla

1/ — — 1
rreg( o) (T 2)=5(0 )=
Talloin sijoitus * = Px tuottaa
xl Ax = (Px)) APz, = 2l PTAPx) = 2l P~ 'APx| = 2l Dxy,
misséd D on diagonaalimatriisi eikd siis sekatermid xy esiinny.
Todetaan tdmé suoraan laskemalla: < z > =L < 21 > <

muodon, jossa sekatermié ei esiinny. Todetaan tdmé laskemalla: =

v1) jay = ﬁ(xl + 2y1), jolloin

> tuottaa
Y1

— L
_f —2x1+

522 — dxy + 2°

1 1 1
= 5 g(—2$1 + 3/1)2 —4- g(—2$1 +y1)(z1 + 2y1) + 2g($1 + 2y1)2

2
~(z} + daryr + 4y7)

4
— (=22} — 3z1p1 + 29%) + 5

= (42} —daryp +vF) — 5

= 627 +yl.
Huomautus: My6s ilman kerrointa % saataisiin sekatermin xy poistava si-
joitus.
. Olkoon ||z|| = v/ (=, x) sisdtulon indusoima normi. Osoita, ettd talloin
Iz + yII” + llz - ylI* = 2||2(]* +2|ly|*. (2)

Selitd miksi yhtdlod (2) kutsutaan suunnikassianndoksi.

Mallivastaus:

zt+y,zty t(—y,z—-y)
z) + (z,y) + (¥, z) + (¥, y)

) — (z,y) — (y,z) + (¥, 9)
= 20z, )+ 2z, x) =2||z||* + 2|yl

e +yl* + llz —ylI* = (
=
(

x,
r

Yhtalo merkitsee geometrisesti sitd, ettd suunnikkaan sivujen nelididen summa
on sama kuin suunnikkaan lavistajien nelididen summa.



4. Osoita, ettd R2:ssa midritelty normi ||(z,y)|| = |z| + |y| ei aina toteuta suun-
nikassdantoa.
Mallivastaus: Valitaan esimerkiksi = (1,0) ja y = (0,1). Tallsin ||z + y||* +
[l —y[I* = 11, D)]* +[|(1, =1)||* = 2% + 2% = 8. Toisaalta 2 |[z||* + 2|[y||* =
2-142-1 =4, joten suunnikassédanto ei toteudu. Tédméan vuoksi tdmé& normi
ei voi olla minké#n sisdtulon indusoima.

5. Totea suoraan laskemalla, ettd ns. polarisaatioyhtilo

1
(z,y) = Z(H%erll2 —llz =yl

on tosi. Téssé oletetaan, ettd normi on sisédtulon indusoima kuten edellisessa
tehtavissa.

Mallivastaus:
le+yl’—llz—yl> = (z+y,z+y) —(z—y,z—y)
= (z,z)+(z,y) + (y,z) + (y,9)
- (z,z) + (z,9) + (y,2) — (y,y)

= 4(%, )
Viite seuraa tastad suoraan.

6. Valilla [a, o + T mééritellyille kompleksiarvoisille tietyt ehdot toteuttaville
funktiolle mééritelldén sisatulo ehdolla

a+T
)= | gD .

2winx 2mimx

Miké on funktioiden e” 7 ja e 7T  etdisyys edelld méadritellyn sisdtulon in-
dusoiman metriikan suhteen? Vihje: Integrointiin liittyvit laskut on esitetty
luennolla ja niihin voi vedota.

Mallivastaus:

2minx 2mimx

e T —e

2minx 2mimx ‘

dleT ,e T

Jos n = m, on normi ja kysytty etdisyys selvisti 0. Olkoon sitten n # m.
Téll6in

2minx 2mimz 2 2minx 2mimz 2minx 2mimz
e T —e =(eT —e T ,e T —e T )
2minx 2minx 2minx 2mimz 2mimz 2minx 2mimx 2mimz
= (eT ,e T )—(eT ,e T )—(e T ,eT)—|—(e T ,e T )
- T4T,

joten kysytty etdisyys on v27T.

7. Totea laskemalla ett# avaruuden R3 vektorijoukko B = {(1,2,0), (—2,1,3), (6,—3,5)}
on ortogonaali tavallisen pistetulon suhteen ja etsi vektorille (4,3,11) esitys
joukon B vektoreiden lineaarikombinaationa.

Mallivastaus: (1,2,0)-(—2,1,3) =1-(-2)+2-14+0-3 =0, (1,2,0)-(6,—3,5) =
1-64+2-(=3)+0-5=0, (-2,1,3) - (6,-3,5) = —2-6+1-(=3)+3-5 =0,
joten vektorijoukko on ortogonaali.

Vektorille (4,3,11) voidaan 16ytaa kantaesitys kiyttdmélld ortogonaalisuutta:

Yhtalosts
(4,3,11) = ¢1(1,2,0) + c2(—2,1,3) + ¢3(6, —3,5) (3)



saadaan sisdtulo vektorin (1,2,0) kanssa laskemalla
(4,3,11) - (1,2,0) = ¢1(1,2,0) - (1,2,0) < 10 = 5ey < ¢1 = 2.
Kun yhtélossé (3) lasketaan sisdtulo vektorin (—2, 1, 3) kanssa saadaan
(4,3,11) - (=2,1,3) = c2(—2,1,3) - (=2,1,3) < 28 = ldey < ¢p = 2
Sisatulo vektorin (6, —3,5) kanssa laskemalla yhtalostd (3) saadaan
(4,3,11) - (6, —3,5) = c3(6,—3,5) - (6, —3,5) < 70 = T0c3 < c3 = 1.
Niin ollen

(4,3,11) =2 (1,2,0) + 2+ (-=2,1,3) + 1- (6,—3,5)

. Totea etti vektorijoukko By = {(—2,1,3),(1,-3,-3)} C R? on lineaarisesti
riippumaton. Kayta luennolla esitettyd Gramin-Schmidtin menetelm#i ja esitéd
jokin jokin ortogonaali (tavallisen pistetulon suhteen) vektorijoukko Bs, joka
generoi saman aliavaruuden kuin Bj.

Mallivastaus: Joukko on lineaarisesti riippumaton, silla vektoreita ei saada tois-
tensa skalaarimonikertana. Nyt nimittdin missd tahansa vektorin (1, —3,—3)
skalaarimonikerrassa kaksi viimeisinté koordinaattia ovat samat. Néin ei kui-
tenkaan ole vektorissa (—2,1, 3).

Valitaan y, = (—2,1,3) ja

(-2,1,3) - (1,-3,-3)
(=2)2+ 12+ 32
—14

= (1,-3,-3) — 0 (-2.1,3) = (-1,-2,0).

Yy, = (1,-3,-3)— (—-2,1,3)

Vektorit y; ja yo ovat ortogonaalit ja generoivat avaruuden Bj.

. Olkoot & = (1,4,6,2,1,4,7,3) jay = (6,2,1,5,4,2,2,5). Laske matematiik-
kaohjelmalla (tai muulla tavalla) koordinaattien keskiarvot pug ja puy, ' =
x — pgl, y' =y — pyl seki vektoreiden x’ ja gy vilisen kulman kosini. Mer-
kintd 1 tarkoittaa vektoria (1,1,1,1,1,1,1,1).

8 )
1(21,-11,-19,13,5, 11, —11,13). Suoraan laskemalla @’ -y’ = —4f, o'
Mjay -y = %. Néiiden perusteella saadaan kysytty kosini:

Mallivastaus: pg = %ja py = A %(—5,1,5, -3,-5,1,7,-1), vy =
T

z -y

47
-4 47
2
= =- — —0.8248. ..
[ yll” /32, /121 3247




