Insin66rimatematiikka: Lineaarialgebra (2023)

Demonstraatio 6 12.12.2023

1. Merkitdin = = (z1,22)7 ja y = (y1,52)7 ja midritelldin (x,y) = 2z1y1 —
3x1y2 — 3xay1 + bxoys. Osoita, ettd (x,y) on sisdtulo. Ohje: Esitd (x,y) muo-
dossa T My, missi M on positiividefiniitti matriisi. Kts. Demo 4, tehtéivi 9
ja Demo 4, tehtavit 1 ja 2.

Mallivastaus:

2z1y1 — 3z1y2 — 3x2y1 + bxroys = 21(2y1 — 3y2) + x2(—3z1 + 5y2)
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Matriisi M on symmetrinen ja sen ominaisarvoyhtéilon
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Molemmat ominaisarvot ovat positiivisia, joten matriisi on positiividefiniitti.

2. Valitaan tason paikkavektoriksi r = (2,1, 3) ja suuntavektoreiksi s; = (1,2,1)
ja sz = (0,2, —1). Selvitd tason normaali- ja koordinaattimuodot sekd kuuluuko
piste (4, 3,6) tasolle.

Mallivastaus: Aluksi voidaan todeta ettd sy el ole vektorin s9 skalaarimonikerta
(vrt. 1. koordinaatteja), joten ndmé generoivat kaksiulotteisen aliavaruuden.
Tason normaalivektori saadaan ristitulon avulla:
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Tason normaalimuoto on
(~4,1,2) - ((@,9,2) — (2,1,3)) =0,
ja pistetulot laskemalla saadaan koordinaattimuoto:
—dr+y+2z=—1.

Sijoittamalla tdhén (x,y,z) = (4,3,6) todetaan ettd yhtald toteutuu, joten
piste kuuluu tasolle.

3. Valitaan suoran paikkavektoriksi » = (1,0, 2) ja suuntavektoriksi s = (1,4, —2).
Etsi suoran koordinaattimuoto ja selvitd kuuluuko piste (3,2, 1) suoralle.

Mallivastaus: Parametrimuoto on (z,y, z) = (1,0, 2)+t(1,4, —2) = (1+t¢,4¢,2—
2t), josta
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Sijoittamalla tdhéan (z,y,2) = (3,2,1) todetaan ettd piste ei kuulu suoralle.




4. Osoita, ettd vektorit (1,0,1,1,1) ja (0,1,0,1,1) ovat lineaarisesti riippumat-
tomat avaruudessa F3. Luettele vektorit, jotka kuuluvat niiden generoimaan
aliavaruuteen C' ja totea suoraan laskemalla, ettd aliavaruuteen C' kuuluvien
vektoreiden vilinen Hamming-etéisyys on ainakin 3.

Mallivastaus: Riippumattomuus seuraa suoraan vertaamalla esim. 1. koordi-
naatteja. Itse asiassa avaruuden F7 kaksi vektoria x; ja @2 ovat lineaarisesti
riippumattomat aina jos ne ovat erisuuret (miksi?) Naiden vektoreiden gene-
roimaan aliavaruuteen kuuluvat (0,0,0,0,0), (1,0,1,1,1), (0,1,0,1,1), seké
(1,0,1,1,1)4+(0,1,0,1,1) = (1,1,1,0,0). Hamming-etiisyyksistd voidaan laa-
tia seuraava taulukko:

| (0,0,0,0,0) (1,0,1,1,1) (0,1,0,1,1) (1,1,1,0,0)

(0,0,0,0,0) 0 4 3 3
(1,0,1,1,1) 4 0 3 3
(0,1,0,1,1) 3 3 0 4
(1,1,1,0,0) 3 3 4 0

Taulukosta ndhdadn ettd aliavaruuden C' erisuurten vektoreiden vilinen Hamming-
etédisyys on vahintddn 3.

5. Valitaan edellisen tehtdvin vektorit koodin generoijamatriisin riveiksi: G =

01011
(G, missia x € IF% kasitetdan rivivektoriksi. Madritd kaikkien avaruuden F%
alkioiden kuvat.

Mallivastaus: (0,0)G = (0,0,0,0,0), (0,1)G = (0,1,0,1,1), (1,0)G = (1,0,1,1,1),
(1,1)G = (1,1,1,0,0). Kuvat ovat siis tdsmélleen aliavaruuden G alkiot.
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6. Muodosta edellisen tehtavin koodille tarkistusmatriisi. Ohje: Jos G on muotoa
G = (I G4), niin tarkistusmatriisi saadaan muodossa H = (GT I). Totea suo-
raan laskemalla, etti GH” = O (nollamatriisi). Laske myds H(1,0,1,1,0)7 ja
H(1,0,1,1,1)T.

Mallivastaus:
1 01 00
H = 11 010
11 0 0 1
Suoralla laskulla ndhd&in, etta
1 1 1
01 1
1 01 11 0 00
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jaettd H(1,0,1,1,0)T = (0,0,1)T ja H(1,0,1,1,1)T = (0,0,0)T

7. Laske edellisen tehtdvin tarkistusmatriisin avulla koodille syndromeja Ha™
alkaen avaruuden Fj Hamming-painon suhteen kevyimmisti alkioista @ niin
kauan, ettd kaikki 8 syndromia on 16ydetty. Vihje 1: Mit4 huomaat Hamming-
painon 1 omaavien sanojen x syndromeista? Vihje 2: Hamming-painossa 2
kannattaa aloittaa sanoista (1,0,0,1,0) ja (1,0,0,0,1).



Mallivastaus: H(0,0,0,0,0)" = (0,0,0)”, H(0,0,0,0,1)” = (0,0,1)”, H(0,0,0,1,0)" =
(0,1,0)", H(0,0,1,0,0)" = (1,0,0)", H(0,1,0,0,0)" = (0,1,1)T ja H(1,0,0,0,0)" =
(1,1,1)". Hamming-painoa 1 olevien sanojen syndromit ovat siis tarkistusmat-

riisin H sarakkeet. Siirryttiessi Hamming-painoa 2 oleviin sanoihin todetaan,

ettd H(1,0,0,1,0) = (1,0,1)T, H(1,0,0,0,1)T = (1,1,0)7 ja tiissi vaiheessa

voidaan todeta, ettil kaikki avaruuden F3 vektorit on jo saatu syndromeina.

. Valitse jokin alkio y # (0,0) avaruudesta F2 ja laske tille vastaava koodisana
x = yG € F3. Valitse my6s jokin luonnollisen kannan vektori e; € F3 ja laske
' = x + e;. Miki tulkinta on vektorilla z'?

Mallivastaus: Valitaan esim. y = (1, 1), jota vastaava koodisana on ¢ = (1,1)G =
(1,1,1,0,0). Valitaan sitten esim. es = (0,0,1,0,0), jolloin &’ = = + e3 =
(1,1,0,0,0). Téméa edustaa koodisanan x kolmannessa bitissd tapahtunutta
virhetta.

. Laske vektoria @’ vastaava syndromi ja p#ittele sen perusteella misséd kohtaa
vektoria @ on tapahtunut bittivirhe.

Mallivastaus: Hx'l = (1,0,0)7. Aiemman tehtiivin perusteella H(0,0,1,0,0)" =
(1,0,0)7, joten voidaan piitelld ettd virhe on tapahtunut kolmannessa bitissi
ja siten alun perin ldhetetty koodisana on (1,1,1,0,0).



