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Huomioita siséllostii: Insindorimatematiikan opintokokonaisuuden tarkoitus on esittidéd perustiedot
valikoiduista matematiikan tyokaluista, joita sovelletaan teknillisilld aloilla. Matematiikan Perus-
tiedot on osin lukiomatematiikan kurssien kanssa paillekkédinen ja ndin on myos Differentiaali- ja
integraalilaskennan laita.

Lineaarialgebra on vektoreita ja niiden muodostamia algebrallisia rakenteita, vektoriavaruuksia
tarkasteleva matematiikan osa-alue. Tédrkeédn osan lineaarialgebraa muodostavat vektoriavaruuksien
funktiot, jotka sdilyttavit algebrallisen rakenteen alkukuvan ja kuvan vililld. Niitd kutsutaan lineaa-
rikuvauksiksi. Useissa yhteyksissd esiintyvé matriisin kisite on lahtoisin lineaarikuvausten esittdmi-
sesté.

Lineaarialgebralla on sovelluksia useilla muilla matematiikan aloilla, tietojenkisittelyssd, luon-
nontieteissd, tilastotieteessd ja yhteiskuntatieteissd. Lukuisine sovelluksineen lineaarialgebra lienee-
kin ryhmaéteorian ohella matematiikan monikayttoisin alue.



4 Sisillys

Varhaisimmat viitteet nykyisin tunnistettaviin lineaarialgebran kisitteisiin vaikuttavat olevan pe-
rdisin 1600-luvulta, mutta nykydin kédytossd olevaan lineaarialgebran késitteistod on varsinaisesti
kehitetty vasta 1800-luvun puolivilistd alkaen. Lineaarialgebra on téten differentiaali- ja integraa-
lilaskentaa jonkin verran nuorempi matematiikan ala. Erityisen kidyttokelpoista molempien alojen
kannalta on ollut 1800-luvun lopulla alkanut kehitystyd, jonka my6td on voitu 16ytdd ndenndisesti
erilaisia matematiikan yhdistidvid rakenteita. Erityisesti usean muuttujien funktiot muodostavat ma-
tematiikan osa-alueen, joka rakentuu seki differentiaali- ja integraalilaskennan etté lineaarialgebran
pohjalle.

Erilaisten matemaattisten rakenteiden yhdistdminen ei ole edistinyt pelkéstdin matematiikan ke-
hitystd, vaan on edellytys esimerkiksi kvanttimekaniikan nykyiselle esitystavalle. Sovellusten kan-
nalta kvanttimekaniikan kéyttokelpoisin, ns. Hilbertin avaruuksille perustuva formaalinen esitystapa
hyodyntid seké lineaarialgebraa ettd differentiaali- ja integraalilaskentaa.

Monet tilastotieteelliset menetelmiit, esimerkkini vaikkapa pearsonin korrelaatiokerroin ja regres-
sioanalyysi perustuvat suoraan lineaarialgebran kisitteille. Tekodlyn pohjana toimivista koneoppimi-
sen menetelmisti erityisesti ns. tukivektorikone perustuu niin ikdin lineaarialgebraan. Kéaytinnossa
voi olla haastavaa 10ytdd mitddn vdhinkiin korkeampaan teknologiaan liittyvdi tuotetta, jonka ke-
hityksen yhdessikéidn vaiheessa ei ole tarvittu ollenkaan lineaarialgebran késitteitd.



Luku 1
Vektoriavaruus

1.1 Vektorit

Lineaarialgebran keskeinen késite on vektori, jonka 2 ja 3-ulotteiset (reaaliset) versiot ja erityisesti
niiden visuaaliset esitykset suuntajanoina lienevit jokaiselle tuttuja jo lukiokursseista. Yleensd vi-
suaalisessa esityksessd samaistetaan samanpituiset- ja suuntaiset suuntajanat, jolloin matematiikan
terminologiassa puhutaan suuntajanojen ekvivalenssiluokasta.

Suuntajanoille a ja b médritelladn tyypillisesti yhteenlasku siirtimaélld b alkamaan suuntajanan a
alkupisteestd ja muodostamalla uusi suuntajana ¢ a:n alkupisteestid b:n loppupisteeseen.

Talloin tulee samalla midriteltyd suuntajanan kertominen luonnollisella luvulla: 1a = a, 2a =
a+a, 3a=a-+2a, jne. Visuaalisen esityksen perustella na on samansuuntainen kuin », mutta pituu-
deltaan n-kertainen. Tété ajatusta laajentamalla saadaan aikaan skalaarikertolasku, jossa ca tarkoit-
taa a:n suuntaista janaa, jonka pituus on c¢ kertaa a:n pituus kun ¢ > 0. Jos taas ¢ < 0, tarkoittaa ca
suuntajanaa, jonka pituus on |c| kertaa a:n pituus, mutta suunta a:han nihden vastakkainen. Otetaan
kisitteistoon mukaan vield nollamittainen 0, jolla ei ole suuntaa.

Niin saadaan algebrallinen jérjestelmd, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

* (a+b)+c=a+(b+c)
e (30)(va)(a+0=a)

Va)(3—a)(a+(—a)=0)
* at+tb=b+a.

Ylldolevat ehdot toteuttavaa algebrallista jérjestelmédd sanotaan kommutatiiviseksi ryhmdksi eli
Abelin ryhmdiksi.
My0s seuraavat, skalaarikertolaskua koskevat ehdot toteutuvat:

* l-a=a

* c(a+b)=ca+cb
* (c+d)a=ca+da
* c(da) = (cd)a

Algebrallista systeemid, joka toteuttaa molemmat ylldolevat ehtokokoelmat, sanotaan vektoria-
varuudeksi. Niitd ehtokokoelmia yhdessd sanotaan vektoriavaruuden aksioomiksi.

Tasmillisempdd kisittelyd varten on syyti siirtyd suuntajanoista analyyttisen geometrian mukai-
seen kuvaukseen, joka voidaan toteuttaa karteesisessa koordinaatistossa. Koska ylldkuvattu vektorin
kisite perustui suuntajanojen luokkaan yksittdisen suuntajanan sijaan, voidaan jokaiselle vektorille
valita edustaja, jonka alkupiste on karteesisen koordinaatiston origo. Télloin vektori voidaan esittdd
kiyttdmailld ainoastaan paitepistetti.

Kaksiulotteisessa tapauksessa timi tarkoittaa joukkoa R? = {(x,y) | x,y € R} ja vektoreita tis-
sd tapauksessa edustavat lukuparit (x,y). Niiden yhteenlasku toteutuu suoraviivaisesti: (xj,y;) -+
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(x2,y2) = (x1 +x2,y1 +¥2) ja skalaarikertolasku saa muodon ¢(x,y) = (cx,cy). Nollavektorina toi-
mii (0,0) ja vektorin (x,y) vastavektorina (—x, —y).

On hyvin suoraviivaista todeta, etti jos joukossa R? méiritellizn tilli tavalla yhteenlasku ja ska-
laarikertolasku, saadaan algebrallinen jirjestelmad, joka toteuttaa ylldolevat vektoriavaruuden aksioo-
mat. Kolmiulotteisessa tapauksessa joukon R? sijasta valitaan joukko R = {(x,y,2) | x,v,z € R},
mutta vektoreiden yhteenlasku ja skalaarikertolasku maéritelldéin samoin kuin kaksiulotteisessa ta-
pauksessa.

Vaikka visualisointi hankaloituu tai tulee kidytannossd mahdottomaksi suurempien ulottuvuuksien
kohdalla, ei idealisointi kuitenkaan pyséhdy kolmeen ulottuvuuteen. Seuraava abstrahointi voidaan-
kin tehdd pelkéstiddn matemaattisiin kisitteisiin tukeutuen. Tédssd yleistyksessd reaalilukujen kunta
korvataan milld tahansa joukolla A.

Miiritelmé 1. Joukon A karteesinen potenssi A" tarkoittaa n-pituisia jérjestettyjd jonoja, joi-
den kukin alkio on joukon A jdsen:

A" = {(a17a27”-7an) | a; EA}

Jos joukossa A ei ole midritelty mitddn operaatioita (esim. summa, tulo), jad ylld méadritelty kar-
teesinen potenssi A” pelkéstddn joukoksi vailla minkddnlaista algebrallista rakennetta. Tdmai ei ole
lineaarialgebran kannalta erityisen kiintoisa tarkastelukohde, ja timén kurssin oppiméérdn kannal-
ta tarkeimmit tapaukset ovatkin A = R ja A = C, jolloin puhutaan reaalisesta tai kompleksisesta
vektoriavaruudesta. T4lloin A:n alkioita kutsutaan skalaareiksi ja A:ta skalaarikunnaksi.

Seuraava lause on helppo osoittaa oikeaksi:

Lause 1. Olkoon K jokin kunta. Mddritellddn joukossa K" yhteenlasku ehdolla
(al,az,...7a,,) + (bl,b27...,bn) = (a1 +by,a +b27...,an—|—bn)

Ja skalaarikertolasku ehdolla c(ay,ay, ... ,a,) = (cay,cay, ... ,cay). Nollavektoriksi valitaan (0,0, . ..
Jja vektorin (ay,ay,...,a,) vastavektoriksi —(ay,az,...,a,) = (—ai,—ay,...,—ay). Ndin saatu al-
gebrallinen jarjestelmd toteuttaa vektoriavaruuden aksioomat.

Hyvin monissa tekniikan alan matematiikkaan liittyvissd sovelluksissa kunta K valitaan joko reaa-
lilukujen kunnaksi R tai kompleksilukujen kunnaksi C. Toisaalta taas tiedonsiirrossa kéytettavissa
virheitd korjaavissa koodeissa voi K olla jokin dérellinen kunta.

Joka tapauksessa ylldolevassa lauseessa midritelty vektoriavaruuus muodostaa ns. prototyypin da-
rellisulotteisille vektoriavaruuksille, mutta jo yli sata vuotta sitten on osoittautunut, ettd on olemassa
muunlaisiakin vektoriavaruuksia, jotka ovat kdyttokelpoisia mallinnettaessa esimerkiksi fysikaalisia
systemeji tai signaalinkisittelya.

Esimerkki 1. Olkoon C°[a,b] vililli [a, b] méiriteltyjen jatkuvien reaalifunktioden joukko. Midritel-
ld4n funktioden yhteenlasku f+ g ehdolla (f 4 g)(x) = f(x) + g(x) ja skalaarikertolasku ¢ - f ehdolla
(cf)(x) = cf(x). On suoraviivaista todeta, etti C°[a, b] toteuttaa vektoriavaruuden aksioomat.

Huomautus 1. Edellisen esimerkin C°[a, b] ja vektoriavaruuden R” vililld on itse asiassa varsin suo-
raviivainen yhteys. Joka ikinen avaruuden R”" alkio on jirjestetty n-jono f = (f1,..., f,), joka voi-
daan merkinnin f = (f(1),..., f(n)) kautta itse asiassa ajatella funktioksi f: {1,...,n} — R, missi
f(i) = f;. Ndin ollen vektoriavaruuden R” alkio on ddrellisessé joukossa {1,2,...,n} méiritelty funk-
tio joukkoon R, kun taas avaruuden C°|a, b] alkiot ovat vililli [a, b] médriteltyja funktioita joukkoon
R. Siind missd avaruuden R” vektorilla f on n koordinaattia fi, ..., f;, voidaan avaruuden Co[a,b]
vektorilla ajatella olevan &idrettomén monta koordinaattia f(¢) kutakin arvoa ¢ € [a, b] kohti.

Huomautus 2. Edellisen huomautuksen erikoistapauksena ovat mm. polynomifunktiot f(x) = co +
c1x + cox? + ... 4 c,x". Kaikkien polynomifunktioiden joukko muodostaa siis vektoriavaruuden,
mutta polynomien yhteydessi kytkds lineaarialgebran kisitteisiin on yleensi erilainen, nimittdin po-
lynomin kertoimet voidaan ajatella koordinaatteina. Jos rajoittaudutaan polynomeihin, joiden as-
te on korkeintaan jokin kiinted luku N, saadaan N + 1-ulotteinen vektoriavaruus: Polynomi f(x) =
co+c1x+epx® +...+conxN voidaan ymmirtid N + 1-ulotteisen avaruuden vektorina (co,c1,- . ., cy).
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Huomautus 3. Vektoreita on tapana merkité lihavoidulla kirjasintyypilld: a = (a,az,...,a,) ja al-
kioita ay, ap, ..., a, kutsutaan vektorin koordinaateiksi tai pelkéstdan alkioiksi, toisinaan myos
komponenteiksi. Fysiikan kirjallisuudessa vektoreista kidytetddn usein myos yldviivaa a, “hattua”
a (varsinkin ns. yksikkdvektoreista puhuttaessa) tai yldnuolta d. Vanhemmassa suomenkielisessi
kirjallisuudessa on suosittu my0s saksalaisperdistd kdytdntodd, jossa vektoreita merkitdédn fraktuura-
kirjaimilla a, b, ¢ jne. Liitutaululle (ja piirtopdydélle) kirjoitettaessa on tapana merkitid vektoreita
alaviivalla: a.

1.2 Vektoriavaruuden algebrallinen rakenne

Esimerkki 2. Avaruudessa R? merkitizin yleensi i = (1,0), j = (0, 1) ja avaruudessa R? puolestaan
merkitdini= (1,0,0),j=(0,1,0) jak = (0,0, 1). Visuaalisessa esityksessi vektorit i, j ja k vastaavat
X-, y- ja z-akselin suuntaisia yksikkovektoreita.

Téllsin (x,y) = x(1,0) + (0, 1) =xi+yjja (x,y,z) = x(1,0,0) +y(0,1,0) +z(0,0,1) = xi+yj+
zk.

Edellisen esimerkin mukaisesti kaikki avaruuden R? alkiot voidaan esittii valittujen vektoreiden
i=(1,0)jaj=(0,1) yhdistelmini. Tillaista yhdistelmid kutsutaan lineaarikombinaatioksi.

Maaritelma 2. Vektoreiden xy, ..., X, € V lineaarikombinaatio on muotoa
C1X1 + ...+ Xy

oleva lauseke, missi ¢y, ... ¢, ovat skalaarikunnan K alkioita.
Kaikkien vektorijoukosta {xi, ..., X,} muodostettujen lineaarikombinaatioiden joukosta
kaytetddn merkintad
L(X1,...,X,) tai (Xq,...,Xp)

Lause 2. Olkoot Xy, ..., X, vektoriavaruuden V alkioita ja U = L(x1,...,X,). Jos X, y € U,
niin myos cx € U, jax+Yy € U. Toisin sanoen, U on suljettu skalaarikertolaskun ja vektoriyh-
teenlaskun suhteen.

Huomautus 4. Edellisen lauseen tilanteessa on selvisti U C V. Lisidksi voidaan todeta, etti 0-x =0 €
U, —1-x €U, jne., siis my0s U toteuttaa vektoriavaruuden ehdot. Niin ollen U on vektoriavaruus
toisen vektoriavaruuden V sisilld, niin kutsuttu aliavaruus.

Miiéritelmi 3. Jos U ja V ovat sellaisia vektoriavaruuksia ettd U C V, ja avaruuden U skalaa-
rikertolasku ja vektoriyhteenlasku on sama kuin V:n vastaavat operaatiot, sanotaan etti U on
V:n aliavaruus. Télloin merkitddn myos U < V.

Aliavaruussuhde U <V merkitsee erityisesti sitd, ettd U on suljettu skalaarikertolaskun ja vekto-
reiden yhteenlaskun suhteen. Jokaisella vektoriavaruudella V on olemassa ns. triviaalit aliavaruudet
V itse ja pelkin nollavektorin muodostama {0}.

Esimerkki 3. Valitaan vektoriavaruudesta R3 vektorit i = (1,0,0) ja j = (0,1,0). Tallsin
L(i,j) = {x(1,0,0)+y(0,1,0) [ x,y € R} = {(x,5,0) [ x,y € R}

Timi on kolmiulotteisen avaruuden R3 kaksiulotteinen aliavaruus, jonka visuaalinen esitys on xy-
taso.
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Esimerkki 4. Olkoon & kaikkien reaalikertoimisten polynomien joukko:
P = {co+c1x+02x2—|—...+cnx" |neN,¢; € R}

Kun polynomien yhteenlasku ja kertominen vakiolla méiritelldén tavalliseen tapaan, muodostaa &
vektoriavaruuden. Jos tarkastellaan esimerkiksi korkeintaan kolmatta astetta olevien polynomien
joukkoa

D5 ={co+c1x+cx’ +c3x’ | ¢ €R}

huomataan etti timi on avaruuden &2 aliavaruus.

Miiritelmi 4. Joukko B = {xi,...,X, } generoi vektoriavaruuden V, jos V = L(X{,...,Xy).

Esimerkki 5. Joukko {i,j,k} generoi vektoriavaruuden R3, koska
(x,3,2) = xi+yj+zk.
Esimerkki 6. Joukko {i,k} generoi vektoriavaruuden
xi+zk = {x(1,0,0) +z(0,0,1) | x,z € R} = {(x,0,2) | x,z € R}.
Visualisaatiossa tdmé vastaa xz-tasoa kolmiulotteisessa avaruudessa.
Esimerkki 7. Valitaan a = (1,2) € R?, jolloin
L(a) ={r(1,2) |t € R}.

Joukon L(a) alkiot ovat siis muotoa (¢, 2¢). Jos merkitéén x = ¢ ja y = 2¢, saadaan y = 2x. Geometri-
nen tulkinta joukosta L(a) on siis suora, joka kulkee origon ja pisteen (1,2) kautta.

Esimerkki 8. Polynomijoukko {1,x,x>, x>} generoi aiemmassa esimerkissi esiintyneen vektoriava-
ruuden &3, koska jokainen korkeintaan kolmatta astetta oleva polynomi voidaan esittid muodossa

co-l4cp-x+er-x>4c3-x € L(17x,x27x3)
Esimerkki 9. Avaruudella R” (samoin kuin avaruudella C") on generoiva joukko
e; =(1,0,...,0),ep =(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1),
koska jokainen (x1,x2,...,x,) € R" voidaan esittdd muodossa

(x1,2%2, ..., Xn)
= (x1,0,...,0)+(0,x2,...,0) +...4+(0,0,...,x,)
= x1(1,0,...,0)+x2(0,1,...,0)+... +x,(0,0,...,1)
= x1€; +x2€ + ...+ x,€,.

Esimerkki 10. Joukko {i,i-+j} generoi avaruuden R?, silld
(xy) = (x=y)i+y(i+J).
Esimerkki 11. My6s joukko {i,j,i-+j} generoi avaruuden R?, silld
(x,y) =xi+yj+0-(i+j)

Esimerkki 12. Vektoriavaruutta R? on luontevaa sanoa kaksiulotteiseksi ja avaruutta R kolmiulot-
teiseksi. On helppo huomata etti R* = L(i,j) ja R} = L(i,j,k). Esimerkin 7 mukaista avaruutta
on luontevaa kutsua yksiulotteiseksi, joten ulottuvuusluku nédyttdi liittyvidn generoivien vektoreiden
miirdin. Aivan suoraviivainen ei kytkos ole, silli esimerkiksi jokainen R?:n vektori voidaan esittiz
paitsi muodossa
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(x,y) = xi+5j,
my0s Esimerkin 11 muodossa
(x,y) =xi+yj+0-(i+]) (1.1
ja my0s esitys
(x,9) =0-i+ (y—x)j+x(i+}]) (1.2)

pitdd paikkansa (totea laskemalla).
Niin ollen myos kolmen vektorin joukko {i,j,i+j} generoi avaruuden R?. Lisiksi my6s joukko
{i+j,i—j generoi avaruuden R?, silli

(63) = 5 @A+ + 5 (=) ) (13

(totea laskemalla).

Tiiten siis avaruudella R? on ainakin kaksi kahden alkion ja yksi kolmen alkion generoiva joukko.
On kuitenkin huomattava etti kolmen alkion generoivasta joukosta {i,j,i+j} esimerkiksi viimeinen
alkio i j jattdd pois yhtdlon (1.1) perusteella. Toisin sanoen, aina kun on tarve lisétd vektori i+ j
johonkin lineaarikombinaatioon, voidaan yhti hyvin lisété i ja j siihen erikseen. Toisaalta yhtd hyvin
yhtilon (1.2) perusteella voitaisiin jdttdd pois ensimmadinen alkio i.

Generoivassa joukossa voi siis olla turhia” vektoreita siind mielessi, ettid jokin osajoukko generoi
saman vektoriavaruuden. Esimerkiksi Yhtilon (1.1) perusteella L(i, j,i+j) = L(i,j). Toisaalta ei ole
yksiselitteistd tapaa méadrittdd mikéd vektoreista on “turha”, silld yhtidlon (1.2) perusteella L(i,j,i+

J) =L(,i+]J).
Generoinnin kannalta “turhia” vektoreita pyritdin ldhestymiin seuraavan médritelmén kautta.

Miiritelmé 5. Vektorijoukko {vi, v, ..., vV} on lineaarisesti riippuva tai pelkistién
riippuva, jos jokin sen vektoreista voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa: v; €
L(Vi,...,Vi—1,Vit1,---,Vk). Jos vektorijoukko ei ole lineaarisesti riippuva, sanotaan etti se
on lineaarisesti riippumaton (tai pelkéstién riippumaton).

Esimerkki 13. Joukko {i,j} on selvisti lineaarisesti riippumaton, silld (1,0) = ¢(0,1) tai (0,1) =
¢(1,0) eivit toteudu milldén c:n arvolla. Joukko {i,j,i+ j} on lineaarisesti riippuva, silli i+ j =
1-i+1-j.

Huomautus 5. Jokainen vektorijoukko A = {0, vy, ..., v} joka siséltidd nollavektorin v; = 0, on li-
neaarisesti riippuva, silld 0 voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa:

0=0-vo+...40-vg.

Lineaariselle riippumattomuudelle voidaan esittdd seuraava symmetrinen kriteeri.

Lause 3. Vektorijoukko {vy,...,Vi} on lineaarisesti riippumaton tarkalleen silloin kun
ciVi+...+cve =0

toteutuu vain ilmeiselld (=triviaalilla) valinnalla jossa kaikki kertoimet ovat nollia: ¢y = ... =
Ci = 0.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd vektorijoukko {vy,...,vx} on lineaarisesti riippuva. T#ll6in jokin
vektoreista, v; voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa:

Vi=cC1Vi+...+Ci—1Vi-1 + Cit1Vit1 + ...+ Ck Vi,

josta nahdéan, ettd
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O0=civi+...+ci—1vie1 —1-v; +Cit1Vig1 + ... CiVk.

Niin ollen nollavektori voidaan esittdd epdilmeiselld tavalla, silld vektorin v; kerroin ylldolevassa
esityksessd on —1 # 0.
Oletetaan sitten, ettd nollavektori voidaan esittdd epédilmeiselld tavalla

civi+...+cvi =0,
missd ainakin jokin kertoimista, ¢; # 0. Télloin
CiVi=—C1Vl — ... —Ci—1Vi—1 —Cj4+1Vj+1 — .. — CVf.
ja siis vektori v; voidaan esittddi muiden lineaarikombinaationa:
Vi = —cflclvl — ... —cflcl-_lv,-_l — C;IC,'+1V5+1 — ... —C;ICka.
Esimerkki 14. Vektorijoukko {i,j,i+j} on lineaarisesti riippuva, silld
Li+1-j—1-(i4+j)=0

on nollavektorin ei-ilmeinen esitys.
Esimerkki 15. Vektorijoukko {e;,e;,...,e,} avaruudessa R" on lineaarisesti riippumaton, silld

cie;+cer+...+cqe, = (Cl,Cz, - ,Cn).
jotta tima olisi nollavektori, pitdd ollacy =c¢3... = ¢, = 0.

Esimerkki 16. Selvitetiin onko avaruuden R? vektorijoukko {i-+j,i—j} = {(1,1),(1,—1)} lineaa-
risesti riippumaton. Yhtilo
Cl (17 1) +62(17 71) = (050)

voidaan kirjoittaa yhtilopariksi

cit+c=0
Cl —Cy = 0,

jonka ainoa ratkaisu on (cj,cz) = (0,0). Téten vektorit ovat riippumattomat.

Esimerkki 17. Selvitetiin, onko avaruuden R? vektorijoukko {(1,2,—1),(—2,3,1), (4,1, —3)} line-
aarisesti riippumaton. T4td varten on selvitettdvd, onko yhtalolla

61(172a71)+C2(72a37 1)+C3(471573) = (0’070)

vain ratkaisu ¢; = ¢ = ¢3 = 0 (jolloin vektorijoukko on lineaarisesti riippumaton) vai onko olemassa
sellainen ratkaisu, jossa jokin ¢; # 0 (jolloin vektorijoukko on lineaarisesti riippuva).
Yll4 oleva vektoriyhtild voidaan kirjoittaa lukuja koskevaksi yhtidloryhmiksi

c1 —2cp +4¢3 =0
2¢1 +3¢2 +c3=0
—c1 +c¢y —3c3 =0,

Seuraavassa luvussa ndhdédidn miten ylldoleva yhtdloryhma voidaan ns. Gaussin-Jordanin prosessilla

saattaa ekvivalenttiin muotoon
c1 +2¢3 =0
¢ —c3=0

Témin ratkaisut ovat (c1,c¢2,¢3) = (—2¢3,¢3,¢3) = ¢3(—2,1,1), misséd ¢3 € R. Titen valitsemalla
esimerkiksi ¢3 = 1 saadaa nollavektorile ei-ilmeinen esitys

_2(1727_1)+1(_27371)+1(4717_3) = (anao)a

jolloin siis vektorijoukko on lineaarisesti riippuva. Y1ld olevan yhtdlon perusteella voidaan miki
hyvénsid vasemman puolen vektoreista esittdd muiden lineaarikombinaationa.
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Huomautus 6. Yhden vektorin joukko on lineaarisesti riippuva tarkalleen silloin kun kyseinen vek-
tori on 0. Kahden vektorin joukko {v,v,} on lineaarisesti riippuva tarkalleen silloin kun toinen
vektoreista on nollavektori tai vektorit ovat toistensa skalaarimonikertoja.

Esimerkki 18. Jokainen vektorijoukko {vi,...,v;}, jossa vektorissa v;;; on enemmin alkunollia
kuin vektorissa v;, mutta joka ei sisdlld nollavektoria, on lineaarisesti riippumaton. Jos nimittdin
vi =(0,...,v1,...) missd v; # 0, on

ciVi+cavo+ ...+ v = (O,...,clvh...)
ja jotta timai olisi nollavektori, pitdd ensiksikin olla c;v; = 0, josta ¢; = 0. Téll6in siis summan
CoVy + ...+ Cp Vi

tulee olla nollavektori, ja samoin péittelemilld ndhdédn, ettd ¢, = 0. Jatkamalla samoin saadaan
Cc3 =...=Ck=0.

Esimerkki 19. Todetaan edellisen esimerkin mukaisesti, etti avaruuden R* joukko {(1,2,0,—1),
(0,2,—1,-2), (0,0,3,2), (0,0,0,—1)} on lineaarisesti riippumaton:
c1(1,2,0,—1) +¢2(0,2,—1,-2) +¢3(0,0,3,2) 4+ ¢4(0,0,0,—1)
= (C1 ,2¢1+2¢y,—cp+3c3,—c1 —2¢p +2¢3 — 04),
ja jotta timai olisi nollavektori, pitdd olla sen kaikkien koordinaattien olla nollia. Ensinnikin ¢; = 0,
ja sijoittamalla tim# saadaan vektori (0,2c¢3, —cp + 3¢3, —2c2 + 2¢3 — c4), joka voi olla nollavektori

vain jos ¢; = 0. Sijoittamalla ¢, = 0 saadaan (0,0,3c¢3,2¢3 —c4), ja koska timé on nollavektori, pitii
siis olla ¢3 = 0. Niin saadaan (0,0,0,—c4), ja tdmi voi olla nollavektori vain jos ¢4 = 0.

Esimerkki 20. Olkoon C° koko reaaliakselilla miiriteltyjen funktioiden joukko varustettuna esimer-
kin 1 mukaisella yhteen- ja skalaarikertolaskulla. T:lloin funktiot 1, sin®x ja cos” x ovat lineaarisesti
riippuvat, silld

1-sin®x+1-cos’x—1-1=0

Esimerkki 21. Olkoon C? kuten edellisessi esimerkissi. Funktiot 1, sinx ja cosx ovat lineaarisesti
riippumattomat, silld jos
c1-14+cp-sinx+c3-cosx=0 (1.4)

kaikilla x:n arvoilla, saadaan derivoimalla ettd
crcosx—c3siny =0

kaikilla x:n arvoilla. Sijoittamalla tihidn x = 0 nihdéin, ettd c; = 0 ja sijoittamalla x = § nihdiéin
ettd c3 = 0. Yhtélostd (1.4) seuraa tédlloin ¢; = 0.

Vektoriavaruuden kanta on yksi lineaarialgebran peruskésitteistd. Sanallisesti luonnehdittuna
kanta on vektoriavaruuden minimaalinen generoiva joukko.

Miiritelmé 6. Joukko B on vektoriavaruuden V kanta, jos

1.V =L(B).
2. B on lineaarisesti riippumaton.

Lause 4. Vektoriavaruuden kaikissa kannoissa on yhtd monta vektoria.
Todistus. Sivuutetaan.

Lause 5. Jos B = {by,...,b,} on avaruuden V kanta, niin jokaisella x € V on olemassa yksikdsit-
teinen esitys kantavektoreiden lineaarikombinaationa:

x=x1b;+...+x,b,
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Todistus. Esitys on olemassa sen perusteella, ettd B generoi vektoriavaruuden V ja yksikisitteisyys
seuraa siitd, ettd kanta on lineaarisesti riippumaton: Jos nimittéin olisi kaksi erilaista esitysti

x=x1b;1+...+x,b, :xllbl +. ..er:lb”7
missi ainakin jokin x; # x/, niin tillin
(x; —x))by+...+ (x, — )b, =0

olisi nollavektorin ei-ilmeinen esitys koska x; —x} # 0. Tdmi on vastoin kannan lineaarista riippu-
mattomuutta.

Miiritelmé 7. Jos B = {vy,...,V;} on iirellinen kanta, sanotaan etti V = L(B) on k-
ulotteinen ja merkitdidn dim(V) = k. Avaruuden V = {0} kannaksi sovitaan tyhji joukko. Jos
vektoriavaruudella V ei ole ddrellistd kantaa, sanotaan, ettd V on ddretonulotteinen.

Esimerkki 22. Vektoriti= (1,0,0),j=(0,1,0), k= (0,0, 1) muodostavat R*:n kannan. Samoin vek-
torijoukko {ej, ez, ..., €, }, missi e; = (0,...,1,...,0) (i:s koordinaatti 1) on R":n kanta. Tité kantaa
kutsutaan vektoriavaruuden R” luonnolliseksi kannaksi. Ndin ollen R" on n-ulotteinen vektoriava-
ruus.

Vektoriavaruudella voi olla monia kantoja, kuten esimerksiksi seuraavassa esimerkissid nahdaén.

Esimerkki 23. Joukot By = {i,j} ja B, = {i+j,i—j} ovat molemmat avaruuden R? kantoja. Joukon
B generointi ja lineaarinen riippuvuus on selvi, ja joukolle B, nimé on todettu aiemmin esimerkissd
12).

Esimerkki 24. Joukko {i,j,i+j} ei ole avaruuden R? kanta. Se tosin generoi avaruuden R?, mutta
ylldolevien esimerkkien perusteella se ei ole lineaarisesti riippumaton.

Miiritelmi 8. Jos x € V ja B= {by,...,b,} on avaruuden V kanta, niin esityksessi
X =x1b; +...+x,b,

lukuja x1, ..., x,, kutsutaan vektorin x koordinaateiksi kannan B suhteen ja niistd muodostuvaa
R":n vektoria xg = (x1,...,X,) sanotaan x:n koordinaattivektoriksi kannan B suhteen.

Esimerkki 25. Jos X = (x1,...,x,) € R" ja B={ey,...,e,} on luonnollinen kanta, niin
X =x1€; +...+x,€,,
joten
Xp = (xl,...,x,,).

Tissd tapauksessa siis Xp = X ja timi on syy miksi kantaa B kutsutaan avaruuden R” luonnolliseksi
kannaksi.

Esimerkki 26. Olkoon By = {i,j} avaruuden R; luonnollinen kanta ja B, = {i+j,i— j}. Tilloin
(x,¥)B, = (x,y) ja yhtdlon (1.3) perusteella (x,y)p, = (%(x—i—y), %(x -y)).

Esimerkki 27. Olkoon Ps5 = {co + c1x + cox* + c3x> + c4x* | ¢; € R} niiden reaalikertoimisten po-
lynomien joukko, joiden aste on pienempi kuin 5. Ps; on vektoriavaruus (tarkista), jonka kannaksi
voidaan valita {1,x,x%, x>, x*}. Niin ollen dim(Ps) = 5.

Esimerkki 28. My®6s joukko {1, 1 +x, 1 Fxtx T4x+x2 423, T+x+22+x° +x4} on avaruuden
Ps kanta.
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Huomautus 7. Jos V.= L(vy, ..., V;), mutta {vy, ..., v;} ei ole avaruuden V kanta, voidaan ge-
neroivasta joukosta poistaa “turhat” vektorit nidin saadaan kanta. Mikdli vy € L(vy,...,V4—1), on
V =L(vy,...,vk_1) ja prosessi voidaan toistaa kunnes jéljelle jdivi joukko on lineaarisesti riippu-
maton.

Lause 6. Jos V on ddrellisulotteinen ja U on V:n aliavaruus, niin mikd hyvdnsd U :n kanta
voidaan tdydentdd V :n kannaksi.

Todistus. Jos U = L{vy,...,v;}, valitaan mikd hyvénsi vektori vx; € V \ U, jolloin saata-
va aliavaruus Uy = L{vy,..., Vi, Vx11} siséltdd aidosti avaruuden U. Jatketaan niin, kunnes
ei endd voi valita vektoria aliavaruuden ulkopuolelta, mikd merkitsee sit4, ettd lopulta saatu
avaruus on V.

Seuraus 1. Jos U <V, ondim(U) < dim(V).

Seuraus 2. Olkoon dim(V) = n. Jokainen V:n osajoukko, jossa on enemmin kuin n vektoria, on
lineaarisesti riippuva.

Vektoriavaruuden V jokainen aito aliavaruus U < V hajottaa vektoriavaruuden kahteen osaan,
jotka muodostavat koko avaruuden ns. suorana summana.

Miiritelmé 9 (Suora summa). Olkoot U; ja U, vektoriavaruuden V aliavaruuksia. Jos jokai-
nen v € V voidaan esittdd yksikésitteisesti muodossa v = uj + up, sanotaan ettd V on aliava-
ruuksien U] ja U, suora summa ja merkitddn V = U; @ U,.

Esimerkki 29. Vektoriavaruus R? on yksiulotteisten aliavaruuksiensa Uy = ((1,0)) ja U, = {(0,1)),
suora summa, koska jokainen (x,y) € R? voidaan yksikasitteisesti esitti muodossa

(x,y) =x(1,0) +(0,1),
jossa ensimmiinen summattava kuuluu aliavaruuteen U ja toinen aliavaruuteen U;.

Esimerkki 30. Vektoriavaruus R on yksi- ja kaksiulotteisten aliavaruuksiensa U; = ((1,0,0)) ja
U = ((0,1,0),(0,0, 1)), koska jokainen (x,y) € R? voidaan yksikisitteisesti esittii muodossa

(x7y’Z) :x(17050)+y(07150)+Z(0’O’ 1)7
jossax(1,0,0) € U; jay(0,1,0)+2(0,0,1) € U,

Lause 7. Jos V on ddrellisulotteinen ja Uy <V, on olemassa sellainen aliavaruus Uy <V, ettd
V =U; @ U,. Lisciksi dim(V) = dim(U; ) + dim(U>).

Todistus. Lauseen 6 mukaisesti aliavaruuden U; kanta {by,...,b;} voidaan tiydentdd koko vekto-
riavaruuden V kannaksi {by,...,bg,bgyi1,...,b, }. Kun mééritellddn U, = (by1,...,b;), voidaan
helposti todeta etti V = U; @ U, jaettd dim(V) = n = k+ (n—k) = dim(U;) + dim(U>).






Luku 2
Gaussin-Jordanin menetelma

Adrellinen lineaarinen yhtiloryhmi voidaan aina ratkaista Gaussin-Jordanin menetelmalli. Siksi ti-
mi menetelmé on avain moniin lineaarialgebran ongelmiin ja siithen on syytd perehtyi perusteelli-
sesti.

Miiritelmé 10. Yhtidloryhmai on lineaarinen, jos siind on vain ensimmaéisen ja nollannen as-
teen termejd (vakiotermejd):

Apxr +Apx + ...+ Apxy = by

Axix1 + Axpxy + ... + Ayxy = by
. . . : 2.1)

Amix1 + Appxo + ...+ AppXy = by,

Huomaa, ettd tissd médritelmidssd muotoa x;x; olevia termejé pidetiéin toisen asteen termeind
vaikka i # j. Ylldoleva muoto voidaan saavuttaa siirtdamalld kaikki vakiotermit oikealle puo-
lelle.

Lineaarinen yhtidloryhmi on homogeeninen, jos oikean puolen vakiot ovat kaikki nollia:
bi=by=...=b,=0.

Lineaaristen yhtdloryhmien ratkaisuja voidaan 10ytdi lukiokurssista tutulla muuttujien eliminoin-
timenetelmdilld, jossa yhtdlo kerrotaan jollakin luvulla ja lisdtddn toiseen muuttujien midrdan vihen-
tamiseksi. Vaihtoehtoisesti voidaan jokin muuttuja esittdd muiden muuttujien avulla ja sijoittaa ryh-
miin. Kumpikin tapa toimii, mikéli alkuperdiselld yhtdloryhmilld on yksikisitteinen ratkaisu, mutta
ratkaisujoukon ollessa dédreton kumpikaan ei valttimitti johda selkeésti padttyvidn prosessiin. Tdssd
luvussa esiteltivd Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmai ei tuo mitdén uutta kiytettdviin operaa-
tioihin ndhden, vaan sen merkittdvin piirre on selkeésti hallitava, arvioitava ja paéttyva prosessi.

2.1 Alkeisoperaatiot

Menetelmé lineaarisen yhtdloryhmin ratkaisemiseksi on hyvin yksinkertainen: Ryhméin sovelle-
taan seuraavia alkeisoperaatiota, kunnes ryhméi saadaan niin yksinkertaiseen muotoon, ettd ratkaisu
voidaan lukea suoraan.

Madiritelmé 11. Lineaaristen yhtdloryhmien alkeisoperaatiot ovat

1. Kahden yhtilon jérjestyksen vaihtaminen,
2. Jonkin yhtdlon kertominen nollasta eroavalla vakiolla, ja
3. Jokin yhtélon lisddminen toiseen toiseen vakiolla kerrottuna.

15
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Esimerkki 31. Lisdtddn yhtéloparin

2x1 —xp +x3 =17
X1 +3x +4x3 =0

toinen yhtilo ensimmadiseen —2:1la kerrottuna, jolloin saadaan

—7XQ —7)C3 =7
x1 +3xp +4x3 =0

Kerrotaan timén jdlkeen ensimmdiinen yhtélo luvulla —% ja vaihdetaan yhtiloiden jérjestystd. Ndin

saadaan
x; +3x +4x3= 0
Xy txz3 =-—1°

Lisatddn nyt toinen yhtdlo ensimmiiseen luvulla —3 kerrottuna. Tuloksena saadaan yhtidldpari

X1 +x3= 3
X +x3=—1"
jonka ratkaisut (x,xp,x3) ovat ilmeiset: ensimméisen yhtdlon perusteella x; = —x3 4+ 3 ja toi-
sen yhtdlon nojalla x, = —x3 — 1. Téten siis viimeisimmin yhtédloparin ratkaisut ovat muotoa

(x1,22,x3) = (—x3+3,—x3 — L,x3) =x3(—1,—1,1) 4+ (3,—1,0), missd x3 on miki tahansa reaalilu-
ku. Ratkaisut ovat siis muotoa #(—1,—1,1) + (3,—1,0), missd 7 € R ja titen ratkaisuja on &dretdn
madard.

Nyt kuitenkin puhuttiin viimeisimmdn yhtidloparin ratkaisuista, mutta helposti voidaan n#hdi,
ettd ndmd ovat myos alkuperdisen yhtédloparin ratkaisut. Ensinnékin, alkeisoperaatiot ovat selvisti
totuusarvon siilyttdvid siind mielessd, ettd jos yhtdloryhma S’ saadaan yhtiloryhméstid S jotakin
niistd operaatioista hyodyntédmalld, on ryhmélld S’ vilttiméttd ainakin ne ratkaisut, jotka ryhmélld
S on. Toisin sanoen, jos ryhmé S toteutuu joillakin muuttujien arvoilla, niin my6s ryhmi S’ toteutuu
samoilla arvoilla.

Toisaalta taas alkeisoperaatiot ovat kcicintyvid, silli ryhmiistd S’ voidaan saada jilleen S alkeisope-
raatioilla. Jos nimittdin suoritettu alkeisoperaatio oli yhtdliden jédrjestyksen vaihto, voidaan samai-
nen vaihto suorittaa uudelleen alkuperdisen yhtdloryhmén palauttamiseksi. Jos taas alkeisoperaatio
oli yhtdlon kertominen nollasta eroavalla vakiolla, saadaan alkuperdinen ryhmé kertomalla vakion
kidnteisluvulla. Yhtilon lisadminen toiseen vakiolla kerrottuna voidaan puolestaan kéantda lisad-
malld sama yhtilo vakion vastaluvulla kerrottuna.

Kuten aiemmin todettiin, ryhmilld S” on ainakin ne ratkaisut, jotka ryhmilld S on, mutta koska
ryhmistd S’ voidaan alkeisoperaatiota kilyttien saada jilleen ryhmi S, saadaan seuraava lause:

Lause 8. Jos yhtdloryhmdidn sovelletaan mitd hyvinsd alkeisoperaatiota, on tuloksena yhtd-
loryhmad, jolla on tarkalleen samat ratkaisut kuin alkuperdiselld ryhmdlld. Tdlloin sanotaan,
ettd ryhmdt ovat ekvivalentit.

Lauseen 8 mukaan yhtédloryhmén ratkaisemiseksi voidaan ryhméén soveltaa alkeisoperaatiota,
kunnes saadaan niin yksinkertainen ryhmd, ettd sen ratkaisut nihdidin suoraan. Juuri ndin tehtiin
esimerkissd 31.

Menettelytapaa tarkastelemalla huomataan helposti, ettd muuttujien ja yhtasuuruusmerkkien kir-
joittaminen joka vaiheeseen ei anna mitédin lisdinformaatiota. Koska edelldmainitut operaatiot koh-
distuvat muuttujien kertoimiin, itse muuttujia ole tarpeen kirjoittaa nikyviin ollenkaan. Néin ollen
ylldoleva yhtidloryhmai voidaan pelkistdd matriisiksi. Esimerkissd 31 voidaan yhtdloparin sijaan yhti
hyvin siis kdyttad ns. kerroinmatriisia.

Miiritelmé 12. Lineaarisen yhtdloryhmén
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Anxy +Apxy + .o+ Apxy, = by
Azixy +Axnxy + ...+ Ayxy = b2

Amlxl + Am2x2 + ...+ Amnxn = bm

kerroinmatriisi on m X n-kaavio
Ayp Ay L Ay,

A2] A22 cee A2n

Aml Am2 s Amn

Matriisin vaakasuoria riveji kutsutaan riveiksi ja pystysuoria riveji sarakkeiksi.
Saman yhtidléryhmin augmentoitu matriisi on m x (n+ 1)-kaavio

Ay Ap ... Ay, by
Ay Ay ... Ay, b

Aml AmZ cee Amn bm

jossa matriisin viimeiseksi sarakkeeksi on kirjoitettu yhtdaloryhmén oikealla puolella esiintyvit va-
kiot.

Vilittomasti huomataan, etti esitettdessd yhtaloryhmié télld tavalla matriisimuodossa ilman muut-
tujia alkeisoperaatiot voidaan tulkita matriisien alkeisoperaatioiksi jotka siis madritelldan seuraavas-
ti:

Miiritelmé 13. Matriisien rivien alkeisoperaatioita ovat

1. Kahden rivin jarjestyksen vaihtaminen,
2. Rivin kertominen nollasta eroavalla vakiolla, ja
3. Rivin lisddminen toiseen vakiolla kerrottuna.

1 3 i) . Lisddmalla tdhin oikealla puolella esiin-

Esimerkki 32. Esimerkin 31 kerroinmatriisi on (

. . . o . .. (2-117
tyvét vakiot omaksi sarakkeekseen saadaan ns. augmentoitu eli laajennettu kerroinmatriisi ( 1 34 0) .

Huomaa, ettd esimerkin 31 toisen yhtildparin (augmentoitu) matriisi on
0-7-717
1 3 40)°
miki saadaan ensimmdisen yhtdloparin augmentoidusta matriisista lisddmalla toinen rivi ensimméi-
seen —2:lla kerrottuna. Vastaavasti esimerkin toinen yhtédlopari saatiin ensimmaisesti lisddmailla toi-
nen yhtdlo ensimmiiseen —2:1la kerrottuna. Tdmé on varsin ymmarrettivid, koska augmentoidut
matriisit esittdvdt yhtdloryhmid tasmdllisesti, ainoastaan muuttujat ja yhtdsuuruusmerkit on jétetty

kirjoittamatta. Téten siis yhtdloryhmii ratkaistaessa voidaan yhtd hyvin tarkastella augmentoituja
matriiseja ja suorittaa niille alkeisoperaatioita.

Miiritelmé 14. Matriisit A ja B ovat (rivi)ekvivalentteja (merkitdidn A ~ B), jos ne saadaan
toisistaan alkeisoperaatiota suorittamalla.

Ylldolevasta tarkastelusta seuraa valittomasti seuraava tulos:
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Lause 9. Jos lineaaristen yhtiloryhmien S; ja Sy augmentoidut matriisit A ja B ovat riviekvi-
valentteja, on ryhmilld Sy ja S» samat ratkaisut.

Yhtiloryhmien yleinen ratkaisustrategia onkin etsil ryhmén alkuperdisen (augmentoidun) matrii-
sin A kanssa riviekvivalentti matriisi B, jossa on mahdollisimman paljon nollia. T4lloin ratkaisut on
helppo selvittdd. Miti sitten tarkoittaa “mahdollisimman paljon nollia? Tété ryhdytiédn selvittaméan
seuraavaksi.

Esimerkki 33. Aloittamalla edellisen yhtdloryhmén augmentoidusta matriisista saadaan vaiheittain
alkeisoperaatioilla

2-117 0-7-77 134 0 101 3
1 340 1 3 40 011 -1 011 -1)/"
Viimeisin muoto vastaa yhtdloparia

X1 4+x3= 3
Xy +x3=—1"

Strategiana on soveltaa alkuperdisen yhtdloryhmén augmentoituun matriisiin (homogeenisessa
tapauksessa kerroinmatriisiin) rivioperaatioita, kunnes pdistdan niin yksinkertaiseen muotoon, ettd
ratkaisu voidaan lukea suoraan. Aiemmin mainittu tavoite “mahdollisimman paljon nollia” voidaan
nyt tdsmentid asettamalla padméiriksi redusoitu porrasmuoto.

2.2 Porrasmuodot

Miiritelmé 15. Matriisi A on porrasmuodossa, jos sen jokainen rivi alkaa nollilla, joita on
enemman kuin millddn ylemmallid rivilld. Ensimmadisen rivin ei tarvitse alkaa nollalla ja jostain
rivistd alkaen rivit voivat koostua kokonaan nollista.

Mairitelmé 16. Matriisi A on redusoidussa porrasmuodossa, jos

* A on porrasmuodossa
* A:n jokaisen rivin ensimmaéinen nollasta poikkeava alkio on 1.
* A:n jokaisen rivin ensimmadisen nollasta poikkeavan alkion yldpuolella on vain nollia.

Esimerkki 34. Redusoitu porrasmatriisi on siis muotoa

missi pisteet merkitsevit nollia ja asteriskit mitéd tahansa lukuja. Pelkkd porrasmatriisi taas tarkoittaa
sitd, ettd ykkosten sijasta saa esiintyd mitd hyvinsi nollasta poikkeavia lukuja ja niiden yldpuolella
mitd hyvénsi lukuja.

Gaussin-Jordanin menetelmé
Porrasmuodon saavuttamiseksi voidaan kéyttdd seuraavaa menetelméa (algoritmia):
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1. Jos kaikki rivit ovat nollariveja, lopeta. Samoin jos rivejd on vain yksi, on A valmiiksi porrasmuo-
toa ja voidaan lopettaa.

2. Jos A:ssa enemmién kuin yksi rivi, etsi rivi ¢ = (0,...,c,*,...,*), jossa on vihiten alkunollia ja
vaihda se ylimmaéksi. Jos téllaisia rivejd on useampia, valitse niistd mikéd hyvénsd. Ndin saadaan
matriisi

O...c*...%
0...%x%...%

jossa ¢ # 0 ja asteriskit ovat mitd hyvinsi lukuja.

3. Jokaista ylimmén rivin alapuolella olevaa rivid d = (0,...,d,...,*) kohti toimi seuraavasti (d
on siis alkio, joka on ylimmin rivin alkion c¢ alapuolella): lisdi ylin rivi tdhén riviin kerrottuna
vakiolla —c~'d. Tillgin d siis korvautuu luvulla d — ¢ - ¢~ 'd = 0 ja ndin saadaan matriisi

O...c*...% 0...c *...%
0...0%...% 0...0
merk.
N EEEE N
0...0%...% 0...0

jossa c:n alapuolella on vain nollia.
4. Sovella titd samaa menetelmiéd matriisiin D.

Edelld kuvattu algoritmia kutsutaan Gaussin menetelmdiksi ja se padttyy varmasti, silld matriisi B, jo-
hon menetelméd sovelletaan rekursiivisesti uudelleen, on riviluvultaan pienempi kuin alkuperdinen
matriisi. Jossain vaiheessa siis pdadytiddn kokonaan nollista koostuvaan tai yksiriviseen matriisiin,
jolloin menetelmi padttyy. Menetelmin perusteella on lisdksi selvéid, tuloksena on todella porras-
matriisi.

Porrasmatriisista saadaan redusoitu muoto taydentamélla Gaussin menetelmid Gaussin-Jordanin
menetelmdiksi seuraavasti:

1. Kerro jokainen rivi ensimmadisen nollasta poikkeavan luvun (jos olemassa) kiddnteisluvulla. Ta-
min jilkeen jokainen rivi, joka ei kokostu kokonaan nollista, alkaa ykkosell.

2. Jos rivin i aloittavan ykkosen yldpuolella on d # O rivilld j, lisdd rivi i riviin j —d:114 kerrottu-
na. Toista tétd uudelleen niin kauan rivien alkuykkosten yldpuolelta 16ytyy nollasta poikkkeavia
alkioita.

Gaussin-Jordanin menetelmailld voidaan mikd hyvinsd matriisi, jonka alkiot kuuluvat johonkin
kuntaan (yleenséd R tai C) saattaa redusoituun porrasmuotoon. Tdmin on yksi lineaarialgebran tar-
keimmisté algoritmeista ja on valmiiksi ohjelmoitu useimpii tavallisiin matematiikkaohjelmiin.

Esimerkki 35. Ratkaistaan yhtaloryhma

2x —y+3z=4
3x+2y 4+z=6.

—5x +y—-2z=3
2—-1 34
Ryhméin augmentoitu matriisi on 3 2 16 |. Kertomalla ensimméinen rivi vakiolla % saa-
-5 1-23
3
1 T2 i . . . . . . . .
daan 3 2 16 |, missd edelleen voidaan lisdtd ensimmdinen rivi toiseen —3:1la kerrottu-
-5 1-2
13
1—5 35 2
na ja kolmanteen 5:114 kerrottuna. Tuloksena saadaan matriisi | O % —% 0 |. Kerrotaan néin
1
O 0-35 513
saadun matriisin toinen rivi 7:1121. Niin saadaan | 0 1 —1 0 |, minkd jdlkeen lisétddn toi-
311
0-5 513
nen rivi ensimmaiseen %:lla kerrottuna ja kolmanteen %:lla kerrottuna. Tuloksena saatava matrii-
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10 1 2 10 1 2
sion [ 01 —1 O |, josta kolmas rivi %:lla kertomalla saadaan [ O 1 —1 O |]. Lisdamailla kol-
00 413 00 114
mas rivi ensimméiiseen —1:114 kerrottuna ensimméiseen ja 1:114 kerrottuna toiseen saadaan matriisi
100—%
010 % |, jota vastaava yhtiloryhm on
13
001 7
5
x =3
y = 4,

&[5

—

mistd ratkaisu voidaan suoraan lukea: (x,y,z) = (f% 73, %) Tésséd esimerkissi on siis tasan yksi

ratkaisu.

Esimerkki 36. Yhtaloryhmaa

x F3y+2z=7

2x 'y —z =5

—x +2y +3z=4
13 27 1327
vastaava agmentoitu matriisi on 21 —15 |, mistd alkeisoperaatioilla saadaan matriisi [ 0 1 1 %
—-12 34 0002

Viimeisintd matriisia vastaavan yhtdloryhmin kolmas yhtdlo on muotoa 0-z+0-y+0-z = 2, siis
0 =2, mika ei voi toteutua milladn muuttujien x, y ja z arvoilla. Koska viimeisimmalld ryhmailld ei
ole ratkaisua, ei sellaista voi olla ensimmaiselldkiin, silld ryhmid vastaavat (augmentoidut) matriisit
ovat riviekvivalentteja.

Taustatietoa

(Johann) Carl Friedrich Gauss (GauB}) (latin. Carolus Fridericus
Gauss 1777-1855) oli saksalainen matemaatikko, jota Arkhimedeen
ja Newtonin ohella pidetdan yhtend maailmanhistorian merkittavim-
pama matematiikan kehittdjand. Gaussia pidetddn mm. ensimmaiisen
algebran peruslauseen aukottoman todistuksen esittdjdnd. Gauss saa-
vutti huomattavia tuloksia suurella osalla nykymatematiikan aloista.

(kuva: Wikimedia Commons)

Syotetddn esimerkin 35 augmentoitu matriisi Matlab-ohjelmistoon:
>> A=[2,-1,3,4;3,2,1,6;-5,1,-2,3]

Komento format rat asettaa Matlabin laskemaan desimaaliesitysten sijaan murtoluvuilla
jarref (A) muuntaa matriisin A redusoituun porrasmuotoon:

>> rref (A)

ans =
1 0 0 -5/4
0 1 0 13/4
0 0 1 13/4

>>
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Lause 10. Redusoidut porrasmatriisit ovat riviekvivalentteja keskendidn vain sillon kun ne ovat sa-
mat.

Todistus. Sivuutetaan. Todistus on monivaiheinen, mutta ei erityisen syvéllinen.

Edellisesti lauseesta seuraa, ettd jokainen matriisi A on riviekvivalentti tarkalleen yhden redusoi-
dun porrasmatriisin kanssa.

Miiritelmé 17. Matriisiin A aste (rank) r(A) on sen (redusoidun) porrasmatriisin porrasluku
(portaiden maéri), joka saadaan A:sta rivien alkeisoperaatioilla.

Maéiritelmén perusteella on selvid, ettd matriisin aste on korkeintaan sen rivien miird, mutta ei
myd6skiidn ole vaikeaa ndhdd, ettd matriisin astetta rajoittaa lisdksi sarakkeiden méird, toisin sanoen
m X n-matriisille pitee r(A) < min{m,n}.

Erityistd huomiota ansaitsee kuitenkin matriisin rivien tulkitseminen vektoreiksi ja nollarivin il-
maantuminen Gaussin-Jordanin prosessissa.

Lause 11. Muodostetaan matriisi A valitsemalla sen riveiksi vektorit Xy, ..., X;. Jos Gaussin-
Jordanin prosessi tuottaa matriisin A redusoituun porrasmuotoon B nollarivin, on vektori-
Jjoukko {Xi,...,X;} lineaarisesti riippuva. Jos {yy,...,y;} ovat nollarivisti poikkeavat rivit
redusoidussa porrasmuodossa, ovat ne ensinndkin lineaarisesti riippumattomat ja toiseksi

L(x1,- %) = L(y15-- Y1)

Todistus (ldea). Joka tapauksessa Gaussin-Jordanin prosessi muodostaa matriisien riveistd lineaari-
kombinaatioita, koska siini esiintyy joko jérjestyksen vaihto, vakiolla # 0 kertominen, tai rivin lis44-
minen toiseen skalaarilla kerrottuna (x; — X; + ¢X;). Ndin ollen L(y,...,y;) C L(xy,...,X;). Koska
prosessi on kéintyvi (voidaan peruuttaa lopusta alkuun), on myds L(xj, . ..,X¢) C L(y,...,¥;), siksi
L(X1,.-yXk) = L(Y1,-- -, ¥)-

Prosessin aikana ilmaantuva nollarivi on niinikdén lineaarikombinaatio alkuperdisistd riveisti ja
télloin pitéisi vain varmistua siité, ettd jokin alkuperiisistd riveisti esiintyy nollarivin esityksessd nol-
lasta poikkeavalla kertoimella. Tastd voidaan kuitenkin helposti varmistua: Gaussin-Jordanin proses-
sin 1. vaiheessa siirretddn ylimmaéksi rivi, jossa on véhiten alkunollia, timin jdlkeen vakiolla kerto-
malla saatetaan ylimman rivin 1. nollasta poikkeavaksi alkioksi 1, ja sen jdlkeen lisdtdédn 1. rivi mui-
hin sopivalla vakiolla kerrottuna, jolloin saadaan 1. rivin alkion 1 alapuolelle pelkkii nollia. Tamin
jélkeen prosessi jatkuu rekursiivisesti, eikd 1. rivid enédd lisdtd mihinkddn. Siksi alussa ylimmaiksi
siirretty rivi ainakin esiintyy nollasta poikkeavalla kertoimella.

Redusoidussa porrasmuodossa (tai pelkéssd porrasmuodossa) olevan matriisin nollasta poikkea-
vat rivit ovat aina lineaarisesti riippumattomat, koska seuraavassa on enemmaén alkunollia kuin edel-
lisessd (kts. Esimerkit 18 ja 19).

2.3 Ratkaisujoukon systemaattinen esittiiminen

Tarkastellaan 13hinné esimerkkien valossa miten redusoidusta porrasmatriisista saadaan kaikki yhté-
loryhmaén ratkaisut. Ensinnikin voidaan todeta, etté ratkaisujen puuttuminen havaitaan, mikéli (aug-
mentoitu) matriisi redusoituu esimerkissd 36 olevaan muotoon, siis muotoon, jossa esiintyy yhtilo
0=c#0.

Ratkaisujen systemaattinen esittiminen perustuu yksinkertaisesti siihen, ettd redusoidussa por-
rasmuodossa olevan yhtidloryhmén “portaan aloittavat” muuttujat esitetiin muiden avulla, kun taas
muut muuttujat ”jagvit ratkaisuun”.

Esimerkki 37. Olkoon augmentoidusta yhtédloryhmén matriisista saatu redusoitua matriisi
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10 20 4
01-10-3
00 01-1
Tatd matriisia vastaa yhtdloryhma
X1 +2x3 = 4
X2 —x3 = -3,
X4 = -1

jonka kaikki ratkaisut (xj,x2,x3,x4) voidaan suoraviivaisesti lukea redusoidusta porrasmuodosta:
Ensimmadisen yhtédlon perusteella x; = —2x3 +4, toisen yhtdlon perusteella x, = x3 — 3, ja kolmannen
yhtilon perusteella x4 = —1. Titen siis yhtéloryhmén yleinen ratkaisu on muotoa (xj,x2,x3,X%4) =
(=2x34+4,x3—3,x3,—1) = (—2x3,x3,x3,0) + (4,-3,0,—1) =x3(—2,1,1,0) + (4,—3,0,—1), missi
x3 on miké hyvinsa reaaliluku.

Esimerkki 38. Tarkastellaan toisena esimerkkini redusoitua (augmentoitua) porrasmatriisia

100—-4—-6-2
010 3 0 3],
oo1 1 2 7
jota vastaava yhtédloryhméa on
X1 —4xy —6x5 = —2
X2 3X4 = 3
X3 X4 +2x5 = 7
Nyt muuttujat x1, x> ja x3 ovat kukin “’portaansa aloittavia” muuttujia, joten ne esitetddn muiden
avulla. Ensimmadisen yhtélon perusteella x; = 4x4 + 6x5 — 2, toisen perusteella x; = —3x4 + 3, ja
kolmannen perusteella x3 = —x4 — 2x5 + 7. Téten siis yleinen ratkaisu (xj,xy,X3,%4,x5) voidaan kir-

joittaa muodossa

(x1,%2,%3,X4,%5) = (4xa4 + 6x5 —2,—3x4 + 3, —x4 — 2x5 4+ 7,X4,X5)
= (4x4 + 6x5, —3x4, —Xx4 — 2x5,%4,%5) + (—2,3,7,0,0)
= (4x4,—3x4,—X4,X4,0) + (6x5,0, —2x5,0,x5) + (—2,3,7,0,0)
= x4(4,-3,—1,1,0) +x5(6,0,—2,0,1) 4+ (-2,3,7,0,0),

missid x4 ja x5 ovat mitd hyvinsi reaalilukuja.

Esimerkissd 37 yleinen ratkaisu saatiin muodossa x3(—2,1,1,0) + (4,—3,0, —1), ja esimerkin 38 ta-

pauksessa yleinen ratkaisu on muotoa x4(4,—3,—1,1,0) + x5(6,0,—2,0,1) + (—2,3,7,0,0). Kum-

massakin tapauksessa ratkaisu voidaan esittdd sellaisessa muodossa, jossa ddrettomiidn vektori-

joukkoon liséitddn yksittdinen vektori: Esimerkin 37 tapauksessa kyseinen yksittdinen vektori on

(4,-3,0,—1) ja esimerkin (2,3,7,0,0). Liséttyi yksittdistd vektoria kutsutaan yksityisratkaisuksi.
Kuten aiemmin huomattiin, esimerkin 38 ratkaisut ovat muotoa

t(4773a715 1a0)+S(6707727071)+(7273775030)a

misséz, s € R. Voidaan liséiksi huomata, ettid esimerkin 38 #ireton ratkaisujoukko {#(4,—3,—1,1,0)+
$(6,0,—2,0,1) | s, € R} on ns. homogenisoidun yhtdléryhmén

X1 —4x4 —6x5 =0
X2 3x4 =0
X3 x4 +2x5 =0

ratkaisujoukko. Tdménkaltainen jdsentely pitee yleisestikin. Seuraava lause onkin edellisten esi-
merkkien yleistys.
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Lause 12. Jos A on lineaarisen yhtdloryhmdn m X n-matriisi (ei siis augmentoitu), jonka aste
on r, voidaan ryhmdn ratkaisut esittdd muodossa X = X,+1€y41 + ...+ X,€, + €, missd ¢;,¢c €
R" ovat vakiovektoreita ja x; € R. Kaikilla kertoimien x; valinnoilla x,+1¢,+1 + ...+ x,¢, on
alkuperdisestd yhtdaloryhmdstd saatavan homogeenisen yhtdloryhmdan ratkaisu.

Todistus (Idea). Muistetaan, ettd aste r merkitsee A:sta saatavan redusoidun porrasmatriisin P por-
raslukua (midritelmé 17), ja ettd jokainen lineaarinen yhtdléryhmé on ekvivalentti sellaisen yhté-
I6ryhmin kanssa jonka matriisi on redusoitua porrasmuotoa. Kuten esimerkeissd 37 ja 38 néhtiin,
voidaan kunkin portaan aloittava muuttuja x, ..., x, esittdd muiden muuttujien x,, ..., X, avulla
(muuttujat voidaan numeroida uudelleen siten, ettd nimenomaan xi, ..., x, aloittavat portaan). Sa-
moin kuin esimerkeissd 37 ja 38, voidaan ratkaisuvektori x (jossa siis esiintyy n — r muuttujaa x, 1,
..., X,) hajoittaa ensin muotoon X = X,+1 + ...+ X, + ¢, missi vektorissa x; ainoa esiintyvd muuttuja
on x; ja ¢ on vakiovektori. Tdmin jidlkeen muuttuja x; voidaan ottaa vektorin x; kertoimeksi, joten
X; = x;¢;, missd ¢; € R” on vakiovektori. Ndin saadaan haluttu esitys X = x,1€¢+1 + ... +Xx,¢, +C.
Jalkimmadinen viite seuraa suoraan siitd, ettd ratkaisussa esiintyvi vakiovektori ¢ on nolla tarkalleen
silloin kun yhtéloryhmén oikean puolen luvut ovat nollia.

Edellinen lause voidaan ilmaista my0s seuraavassa muodossa:

Lause 13. Lineaarisen yhtiloryhmdn kaikki ratkaisut ovat muotoa X = X1 + ¢, missd ¢ on jokin yk-
sittdinen ratkaisu ja X1 on mikd hyvdnsd alkuperdisestd ryhmdstd saatavan homogeenisen ryhmdn
ratkaisu.

Voidaan huomata, ettid esimerkin 37 yhtidloryhmissda homogenisoidun ryhmén ratkaisut saadaan
yhden vektorin skalaarimonikertoina {r(—2,1,1,0) | ¢ € R}, kun taas yhtiléryhmdé 38 vastaavan
homogeenisen ryhmin ratkaisut ovat muotoa {¢(4,—3,—1,1,0) +s(6,0,—2,0,1) | s,# € R}.

Ensiksi mainitussa yhtdloryhmaéssi 37 on neljd tuntematonta ja kolme yhtdlod. Redusoidusta por-
rasmatriisista ndhddin, ettd sen aste on 3. Vastaavasti yhtiloryhméssid 38 on viisi tuntematonta ja
kolme yhtilod, redusoidun porrasmatriisin asteen ollessa 3.

Etsittdessa ratkaisuja ndille esimerkeille olemme huomanneet, etté ratkaisujen joukko homoge-
nisoidulle yhtidloryhmille voidaan esimerkin 37 tapauksessa ilmoittaa 4 — 3 = 1 vektorin avulla, ja
esimerkin 38 tapauksessa 5 — 3 = 2 vektorin avulla. Naméa lukuméérit eivit ole sattumaa, vaan vas-
taava yleinen sddntd pitee:

Huomautus 8. Lauseen 12 mukaan homogeenisella yhtdloryhmilld (i yhtdlod ja n tuntematonta)
on n — r(A) (toisistaan) riippumatonta ratkaisua ¢,41, ..., ¢y, joiden avulla kaikki muut ratkaisut
voidaan esittia.

Esimerkin 37 kerroinmatriisi (ei augmentoitu versio) on 3 x 4-matriisi, jonka aste on 3; téten ky-
seistd ryhméad vastaavalla homogeenisella ryhmilld 4 — 1 = 1 riippumatonta ratkaisua. Vastaavasti
esimerkin 38 ei-augmentoitu matriisi on 3 x 5-matriisi, jonka porrasluku on 3; titen ryhméié vastaa-
valla homogeenisella ryhmilld on 5 — 3 = 2 riippumatonta ratkaisua.

Luvun oleellisia asioita:

* Gaussin-Jordanin menetelma
* Yhtiloryhmén ratkaisun esittiminen systemaattisesti.






Luku 3
Matriisit

Matriisin kisitettd voidaan kdyttdd, ja on jo kéytettykin jdsenteleméédn kaavioita: Gaussin-Jordanin
menetelmi on hyvin kiyttokelpoinen lineaarisen yhtdloryhmin ratkaisemiseksi.

Kasitteend matriisi on kuitenkin paljon yleisempi kuin pelkkd suorakulmainen lukukaavio, jossa
on m rivid n saraketta. Matriisi on lineaarikuvauksen esitystapa ja lineaarikuvaus puolestaan edustaa
yksinkertaista (lineaarista) funktiota vektoriavaruudelta toiselle. Lineaarikuvaksen ja matriisin ké-
sitteet ovat saman asian eri esitystapoja ja yhdessé vektoreiden kanssa muodostavat lineaarialgebran
rungon.

3.1 Lineaarikuvaus

Lineaarikuvaus voidaan méadritelld ainakin kahdella tavalla, joista kumpikin johtaa samaan késittee-
seen. Kirjallisuudessa tavallisin ja yleistyskelpoisin lienee seuraava miiritelma:

Mairitelmé 18. Funktio f : R” — R™ on lineaarinen, jos

flax+Dby) = af(x) +bf(y)

aina, kun x, y € R" ja a ja b ovat skalaareita.

Yleisesti ottaen sanoja kuvaus ja funktio voidaan kdyttdd synonyymeini, mutta erityisesti lineaa-
risten funktioiden kohdalla on tapana kdyttda termiéd kuvaus. Lineaarikuvausta on usein myos tapana
merkitd isolla kirjaimella ja jattdad sulkeet muuttujan ympériltd merkitsemétta.

Esimerkki 39. f : R — R, f(x) = y/x ei ole lineaarinen, silld esimerkiksi
2= VA= f(4) = f(1-241-2) £1-£Q2) +1-1(2) = V24 V2
Esimerkki 40. T : R3 — R?, T (x,y,z) = (x+y —z,2x + 3y +z) on lineaarinen, silli

T(a(x1,y1,21) +b(x2,y2,22)) = T (axi + bxz, ay1 + by, az1 + bz2)
= (ax; + bxp 4+ ay) + by, + azy + bza,2(ax) + bxz) + 3(ay1 + by:2) +az1 + bza)
= (alx1 +y1 +21) +b(x2 +y2 +22),a(2x1 + 3y1 +21) + b(2x1 + 32 + 22))
= a(xi +y1 421,201+ 3y1 +21) +b(x2 +y2 +22,2x1 + 3y + 22)
= aT (x1,y1,21) + bT (x2,y2,22).
Esimerkki 41. Olkoon lineaarikuvaukselle f : R?> — R? £(1,2) = (2,2) ja £(2,3) = (2,5) ja selvi-
tetddn mitd on f(5,8). Koska (5,8) =1-(1,2)+2-(2,3), on lineaarisuuden perusteella f(5,8) =

Esimerkki 42. Olkoon C'[a,b] vililld [a,b] derivoituvien reaalifunktioiden joukko, joiden derivaatta
on jatkuva. Télloin derivointi

25
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L Clap] > Clabl, S f)=F)

on lineaarikuvaus, silld < slafi+bfr) = adxfl + bdfo

Adrellisulotteisissa avaruuksissa lineaarikuvauksen toinen mahdollinen mésritelmi voidaan joh-
taa tassd kdytetystd madritelmésti suoraviivaisesti. Ensinnékin voidaan induktiolla todeta, ettd line-
aarikuvaukselle pitee

flarxi +arxp + ...+ apnx,) = a1 f(x1) +arf(x2) ... +anf (%),
ja koska mikd hyvénsd x € R" voidaan esittdd luonnollisen kannan avulla:
X =x1€1 + ... +x,€,,
saadaan lineaarisuutta kayttdmalld
f(x)=xif(er)+...+xuf(en)

Yllidoleva yhtdlo merkitsee sitid, ettd lineaarikuvaus mairdytyy taydellisesti kantavektoreiden kuvien

f(er), ..., f(e,) mukaan.
Jos kiytetddn merkintdd y = f(x) € R™, vektorin y i:nnestéd koordinaatista merkintii y;, saadaan
ylldolevasta yhtilosta

f(x)i=x1f(er)i+xaf(€)i+...+x.f(€n)i

ja merkitsemilld A;; = f(e;);
yi =Ajx1 +Apxy + ..+ Apxy.
Titen lineaarikuvauksessa f : R* — R” kuvavektorin y = f(x) jokainen koordinaatti y; on
ensimmadisen asteen lauseke alkukuvan x = (x1,...,x,) koordinaateista:
yi =Ajnx1 +Apxo+ ... +Aipx,. 3.1)
Tama ominaisuus olisi voitu valita lineaarikuvauksen méasritelmiaksi luvun alussa esitetyn si-

jaan.

Edelld esiintyneet, lineaarikuvaukseen f : R” — R” liittyvit luvut A;; = f(e;); voidaan koota
kaavioksi

A11 A12 Al,,

Apl Ax ... Ay,
Ap= A

Aml Am2 ~~~Amn

jota sanotaan lineaarikuvauksen matriisiksi luonnollisen kannan suhteen.

Esimerkki 43. Esimerkin 40 lineaarikuvaukselle T'(x,y,z) = (x+y —z,2x+3y+2) T(e;) = (1,2),
T(ey)=(1,3)jaT(es) =(—1,1),joten
11-1
Ar = (2 3 1)

Esimerkki 44. Olkoon f : R3 — R? lineaarikuvaus, jolle f(1,0,0) = (2,1), ( ,1,0) = (1,1) ja
£(0,0,1) = (0,2). Mairitetdzn f(1,2,3). Koska (1,2,3) = 1-(1,0,0) +2-(0,1,0) +3-(0,0,1),
pitee lineaarikuvaukselle f

f(1,2,3)=1-£(1,0,0)+2- £(0,1,0)+3- £(0,0,1) =1-(2,1)+2-(1,1)+3-:(0,2) = (4,9).

Esimerkki 45. Miiritetdidn matriisi A edellisen esimerkin lineaarikuvaukselle. Koska
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f(x,y,Z) = f(x (17070)+y (07170)+Z(0a031)) :xf(1,0,0)+yf(0,1,0)+zf(0,0,1)
=x-(2,1)+y-(1,1)+z-(0,2) = (2x+y,x+y+2z).

Niin ollen Ay = (% i g)

Huomautus 9. Huomaa, ettd matriisin A sarakkeina ovat fn kuvat vektoreista (1,0,0), (0,1,0) ja
(0,0,1).

Jo aiemmissa luvuissa on viitattu matriisin késitteeseen, mutta se on kuitenkin ldhinné késitetty
vain kaaviona, jonka puitteissa voidaan médritelld rivimanipulaatiota, tai alkiokohtaisia tulo- ja sum-
maoperaatioita. Tdssd luvussa esitetdidn syvillisempi, lineaarikuvauksiin perustuva merkitys matrii-
sin késitteelle. Aluksi kuitenkin kerrataan tarvittavat késitteet.

Mairitelmé 19. Matriisi A on kaavio

Al Ap ... A,
Arp Ap ... Ay,
A= . . . (3.2)

At A - Amn

Matriisissa esiintyvid lukuja A;; sanotaan matriisin alkioiksi. Jos A;; € C, sanotaan, ettd mat-
riisi on kompleksinen tai yli kompleksilukujen. Jos taas alkiot ovat reaalisia, voidaan sanoa ettd
A on reaalinen tai yli reaalilukujen. Matriisin vaakarivejd kutsutaan riveiksi ja pystyriveja sa-
rakkeiksi. Matriisin tyyppi on lukupari m X n, missd m rivien maira ja n on sarakkeiden maéra.
Tyyppid m X n olevaa matriisia sanotaan m X n-matriisiksi.

Miiritelma 20. (Vaaka- ja pystyvektorit)

o | xn-matriisia A = (A1 A1 ... A1,) kutsutaan vaakavektoriksi tai rivivektoriksi.
A

Az
e m X l-matriisia A = . kutsutaan pystyvektoriksi tai sarakevektoriksi.

Am1
Rivi- ja sarakevektoreita kutsutaan yhteisnimitykselld vektori. Vektoreiden alkioita kutsutaan
myos koordinaateiksi.

Miki hyvénsd m X n-matriisi voidaan siis esittdd rivivektoreiden kokoelmana (m kpl) tai sarake-
vektoreiden kokoelmana (n kpl). Yksin esiintyvén rivivektorin koordinaatit on tapana erottaa pilkul-
la. Vektoreita on tapana merkitd myos lihavoiduilla kirjaimilla ja yksinkertaisella indeksoinnilla, esi-

by

2
merkiksi X = (x1,x2,...,x,) jay= | . |.Seki rivi- ettd sarakevektorit voidaan tulkita avaruuden

Yn
R" alkioiksi.

Miiritelmaé 21. Erityisid matriiseja ovat mm. seuraavat:

* Nollamatriisi O on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia

* Neliomatriisi on matriisi, jossa rivien médard on sama kuin sarakkeiden maéra

* Diagonaalimatriisi on neliomatriisi D, jolle pétee i # j = D;; = 0.
 [Identiteettimatriisi I, on diagonaalimatriisi, jonka kaikki diagonaalialkiot ovat ykkosii.
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Mairitelmé 22. Olkoon A m X n-matriisi. Talloin madritelldan

e Transpoosi (AT);; =Aj:.
* Neliomatriisi A on symmetrinen, jos AT = A.
* Matriisin A:n vastamatriisi —A midritelladn asettamalla (—A);; = —A;;.

Miiritelmi 23 (Skalaarikertolasku). Jos A on m X n-matriisi ja ¢ joko kompleksi- tai reaa-
liluku, on cA m x n-matriisi, jolle pitee (cA);; = cA;; (kertolasku alkioittain).

Miiritelmi 24 (Matriisien yhteenlasku). Jos A on m X n-matriisi ja B r X s-matriisi, summa
A + B midritellddn vain jos m = r ja n = s. Talloin

(A+B)ij =Aij+Bij
(yhteenlasku alkioittain).

Huomautus 10. On helppo todeta, ettd m X n-matriisit muodostavat yhteen- ja skalaarikertolaskun
suhteen vektoriavaruuden.

3.2 Matriisikertolasku

Matriisikertolasku méiéritelldén aluksi vain siind tapauksessa, ettd oikeanpuoleinen matriisi on sara-
kevektori (siis n X 1-matriisi) ja sen jilkeen midritelmii laajennetaan johdonmukaisella tavalla.
Tarve madritelld matriisikertolaskun késite juontaa juurensa siitd, ettd lineaarikuvauksen R” —

m
x| Apxy +Apx +.. .+ Apx,
X Aixy +Apnxy + ...+ Ay
. — .
Xn Apix1 +Apxa + ..+ Apnxy

kuvavektorissa tahdotaan erottaa toisistaan kuvauksen méidrittelevit luvut A;; (matriisialkiot) ja al-
kukuvavektorin koordinaatit x; ja siis médritelld sellainen m X n ja n X 1-matriisin tulo, ettd

A Ap L Ay, x| Apxy +Apxy 4.+ Apx,
Ay Ay ... Ay, x Arixy +Apxy +... +Agx,
Aml Am2 cee Amn Xn Amlxl +Am2x2 +... +Amnxn

Ylldoleva yhtdsuuruus voidaan esittdd seuraavan maéritelmén muodossa.

Mairitelmé 25. Olkoon A m X n-matriisi ja X # X 1-matriisi Téalloin matriisisitulo AX on m x 1-
matriisi jonka koordinaatit ovat

n
(Ax); = Y Aix;
=1
kaikille i € {1,2,...,m}.

Esimerkki 46. Esimerkin 45 lineaarikuvauksen kuvavektori voidaan sarakevektorina esittdid seuraa-
vasti:
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a4y (210) ("
x+y+2z) " \112 z

Edelldmainitun perusteella seuraava lause on ilmeinen.

Lause 14. Lineaarikuvaus f : R* — R™ voidaan esittici muodossa f(X) = AX, missd X on
n X 1-matriisi (pystyvektori) ja A on m X n-matriisi. Matriisi A = Ay on lineaarikuvauksen f
matriisi luonnollisen kannan suhteen.

Matriisitulo voidaan vélittomisti laajentaa myos sellaiseen tapaukseen, jossa oikeanpuoleinen
matriisi ei ole sarakevektori. Télloin tulee kuitenkin huolehtia siitd, ettd vasemmanpuoleisen matrii-
sin sarakkeiden méiri on yhtdsuuri kuin oikeanpuoleisen matriisin rivien maéra.

Mairitelmé 26. Olkoon A m X n-matriisi ja B n X k-matriisi. T4dlloin B voidaan esittdd muo-
dossa B = (by,...,by), missi jokainen b; on n x 1 sarakevektori. Talloin matriisitulo AB méa-
ritelldadn

AB = (Aby,...,Aby)

Mikiili ylldolevassa méadritelmissd merkitddn

voidaan matriisitulon miiritelmé kirjoittaa symmetrisempéén, mutta yhtipitaviin muotoon:

Miiéritelmi 27. Jos A on m X n-matriisi ja B n X k-matriisi, on matriisien A ja B tulo m X k-
matriisi AB, missi

n
(AB);j =) AuB;.
i=1

Huomautus 11. Matriisitulo on siis médritelty vain silloin, kun tulon ensimmadisen tekijdn sarakkei-
den méira on yhtd suuri kuin jalkimmaéisen tekijén rivien maara.

Esimerkki 47.
211 100
123 211
122
_( 2-1+1-24+1-1 2-04+1-14+1-2 2-0+1-1+1-2
S\ —-1-14+2-2+3-1-1-04+2-1+3-2-1-0+2-1+3-2
(533
~\688 )"
Esimerkki 48.



30 3 Matriisit

Edellinen esimerkin osoittaa, ettd matriisitulo ei ole yleisesti kommutatiivinen (vaihdannainen), toi-

sin sanoen voi olla AB # BA.
I -1 11y (00
-1 1 11/ \00)"

Tamai esimerkki puolestaan osoittaa, ettd tulon nollasddnto ei pade matriiseille, mika siis merkitsee
sité, ettd AB = O on mahdollinen, vaikka A # O ja B # O

Esimerkki 49.

Esimerkki 50. A = (2 - 0) on 2 x 3-matriisi ja 5A = (10 - 0)

0 13 0 515
2-10 1o
Esimerkki 51. A= (0 13 ) on 2 x 3-matriisi ja B = 2 1 | 3 x2-matriisi, joten summaaA + B
-13
ei ole médritelty.

. . 2-10 121
Esimerkki 52. A = 0o 13)°n 2 X 3-matriisi ja B = 01 3)°n0 2 x 3-matriisi, joten summa
A + B on médritelty:

2-10 12 -1 311
A+B_(0 13>+(01 3)‘(02 6)
Esimerkki 53.

(—X+3,—X— lvx) = (—.X, —X,)C)+ (37_170) Z)C(—l,—l, 1)+ (37_170)'

Matlab-ohjelmistoon (versio 6.5) matriisit syotetddn siten, etté rivit erotetaan toisistaan puo-
lipisteelld ja alkiot pilkuilla. Esimerkiksi matriisit

13-3-2 20-1-1
A= 02 1-2 ja B= 10 3 3
—-41 2-3 —-15 0-2

Syotetddn seuraavasti:

>> A=[1,3,-3,-2;0,2,1,-2;-4,1,2,-3]

>> B=[21 O,_l,_l;l, Or 3! 3;_11 5, 01_2]

Matriisien summa lasketaan ilmeiselli tavalla ja transpoosi ilmaistaan heittomerkill:

>> A+B
ans =
3 3 -4 =3
1 2 4 1
=5 6 2 =5
>>
>> ans’
ans =
3 1 =5
3 2 6
= 4 2
=3 1 =5
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Lause 15. Matriisitulolle on voimassa seuraavat yhtdsuuruudet:

1. A(BC) = (AB)C

2. A(B+C) = AB+AC

3. (A+B)C =AC+BC

4. a(AB) = (aA)B = A(aB)
5.A0=0A=0

6. Al =1A=A,

7. (AB)T = BTAT,

edellyttien ettd kunkin yhtdlon vasen puoli on mddritelty. edellyttien ettd vasemmat puolet
ovat mddriteltyjd.

O on nollamatriisi ja I identiteettimatriisi, jonka kaikki diagonaalialkiot ovat ykkosid ja
muut nollia. AT merkitsee matriisin A transpoosia: (AT);; = Aj;, siis AT saadaan matriisista
A vaihtamalla rivit sarakkeiksi.

Todistus. Suoraviivainen, mutta tyolds. Jitetddn harjoitustehtdvaksi.

Huomautus 12. Suoraan médritelmésti seuraa, ettd matriisitulo voidaan laskea myos lohkoittain:

A1 A By By \ _ (A1B1+A2B3 A1By +AsBy
A3 Ay ) \ B3 By A3B1+A4B3 A3By +A4By )’

mikili lohkojen A; ja B; koot on valittu siten, ettd kaikki tulot ovat méiriteltyja.

Miaéritelmi 28. Neliomatriiseile médritellddn potenssi samoin kuin reaaliluvuille:

AV =1
A" =A-A-...-A (nkpl).

Neliomatriiseille voidaan siis muodostaa my6s matriisipolynomeja P(A) = c4A% + ... 4 c1A + col.

Matlab-ohjelmistossa matriisikertolasku ilmaistaan asteriskilla + ja potenssi nuolella

>> AxB
ans =
-20 12 6
=9 =1 3
-18 =5 8
>>

Olkoot kuvausten f : R" — R™ ja g : R™ — RF matriisiesitykset f(x) = Asx ja g(y) = Agy.
Tallsin yhdistetty kuvaus saadaan muodossa (g o f)(x) = g(f(x)) = Ag(Ax) = (A,Af)x. Niin on
saatu seuraava tulos:

Lause 16. Jos lineaarikuvausten f : R* — R™ ja g : R™ — R* matriisit ovat A £ Jja Ag, niin
Yhdistetyn kuvauksen g o f matriisi on tulo AgAy.

Huomautus 13. Edellisen lauseen tapauksessa matriisi A ¢ on siis tyyppid m X n ja A, tyyppid k x m.
Télloin matriisitulo A,A y on médritelty ja tyyppid k X n, kuten kuvauksen R" — R* matriisin tulee
ollakin.
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Huomautus 14. Olkoon A m X n-matriisi, X n-pituinen pystyvektori ja y = AX m-pituinen pystyvekto-
ri. Transpoosit laskemalla saadaan yT =xT AT miki antaa vaihtoehtoisen muodon lineaarikuvauksen
esittamiseksi matriisien avulla.

Esimerkki 54. Insinoorimatematiikan myohemmaésséd osassa esitettdva diskreetti Fourier-muunnos
on CV:ssi tapahtuva operaatio, jossa vektori ( fo, f1,. - ., fy—1) muunnetaan vektoriksi (Fy, Fi, ..., Fy_1),

missi Nt Nt
1 & 2mik 1 &

F=—Y fie W =—Y fip",
VN 5 N =

missd on merkitty p = e~ ¥ . Tdmad voidaan ilmaista my6s matriisikertolaskuna

) 1 1 1 fo
B L p p? ... pN! fi
7 T R A |
: W : :
FN71 ip]\}fl pz(lilfl).“p(Nfl.)(Nfl) fN—l

Esimerkki 55. Joukot By = {i,j} ja B, = {i+j,i — j} muodostavat avaruuden R? kannan. Voidaan
todeta ettd koordinaattivektorit ovat (x,y)p, = (x,y) ja (x,y)p, = (% (x+y), %(x —v)). Téllsin siis

1/11
(xay)gz = E (1 1) (x,y)gl-

1

e . 1
Matriisia M = 3 <1 1

) kutsutaan kannanvaihdon matriisiksi.

Esimerkki 56. Lineaarinen yhtdloryhma

Anxy +Apxy + .o+ Apxy, = by
Axixy +Axnxy + ...+ Ayx, = b

Amxt + Appxz + .. + ApnXn = b
voidaan kirjoittaa matriisimuodossa Ax = b, missi

Al A ... A,
Al Ay ... Aoy

Aml Am2 cee Amn

X:(xl,...,xn)Tjab:(bl,...,bm).

3.3 Kadnteismatriisi

Mairitelmé 29. Olkoon A n X n-neliomatriisi. Jos on olemassa sellainen 7 X n-neliomatriisi B,
ettd AB = BA = I, (I, on n-rivinen identiteettimatriisi), sanotaan ettd B on A:n kdidnteismatriisi
ja merkitddn B = A~ Jos neliomatriisilla A on kiinteismatriisi, A:ta kutsutaan sécnnélliseksi,
muussa tapauksessa A on singulaarinen.

Huomautus 15. Voidaan todistaa, ettd n X n-neliomatriisi A on sddnnollinen tarkalleen silloin,
kun se on fdysiasteinen, mikd merkitsee sitd, ettd r(A) = n.
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-1
. . 21 1-1 10 21 1-1
Esimerkki 57. Koska (l 1) (_1 2) = (0 1),011 (1 1) = (_1 2)‘

Esimerkki 58. Lasketaan esimerkissd 54 esintyneen matriisin tulo toisen samankaltaisen matriisin
kanssa:

1 1 1 1 1 1 1 1

1 p p> .. N-1 p! p2 p~(V-1)
Ll opr ot opel2 | L[ g2 p—(V-12
VN | . . s : VN | . : : . :

ipN-*‘ p2(1§/71) p(Nfl.)(N—l) 1 p—(l'vfl) p,z('N,l) pf(Nf.l)(Nfl)

Tulon méaritelméan mukaan kohdassa rs oleva alkio on

1 rk y—ks _ 15 2 p(r—s) _ 1, jos s #r,
ngbp P _ngbezv T 10,joss=r.

Viimeisin yhtdsuuruus perustellaan myshemmailld kurssilla. Tuloksena on siis identiteettimatriisi ja
ylldolevat matriisit ovat siksi toistensa kéddnteismatriiseja.

Vaikka matriisitulo ei yleensi ole vaihdannainen (kommutatiivinen), siis yleensd AB # BA, voi-
daan kuitenkin osoittaa, ettid jos AB = I, niin myds BA = I. Téten siis kddnteismatriisin médéritelmissa
riittdd, ettd AB = I. Viimeisin yht&lo matriisimuotoon kirjoitettuna on

Bi1 Byy ... By, 10...0
By By ... By, 01...0
By B ... B 00...1

Miki matriisitulon méiritelmén nojalla voidaan pilkkoa n:ksi yhtidloryhmiksi (matriisitulo voidaan
laskea lohkoittain)

By 1 Bip By, 0
A = AL L | = yeeesA =
B 0 B,» 0 B, 1

Koska ndiden ryhmien kerroinmatriisi (A) on sama, voidaan ryhméit ratkaista samanaikaisesti suorit-
tamalla (useampikertaisesti) augmentoituun matriisiin (A 7) sellaiset alkeisoperaatiot, etti A muun-
tuu identiteettimatriisiksi / (mikili mahdollista; osoittautuu, ettd jos A ei ole sddnndllinen, ei A:ta voi
muuntaa identiteettimatriisiksi alkeisoperaatioin).

Kiinteismatriisin etsiminen voidaan toteuttaa alkeisoperaatioin, (A I) ~ ...~ (I A~!). Jos alkeis-
operaatiot eivdt muuta A:ta identiteettimatriisiksi, voidaan tdmai todeta siten, ettd A:han tulee jossakin
vaiheessa nollarivi. Taméa merkitsee sitd, ettd A ei ole sddnnollinen.

Esimerkki 59. Matriisin A = ( ? i > kidnteismatriisin 16ytdminen alkeismuunnoksilla tapahtuu Gaussin-

Jordanin eliminointimenetelmié soveltaen seuraavasti: Otetaan ensiksi kidyttoon (useampikertaises-
2110

1101 >, johon sovelletaan alkeismuunnoksia: Ensiksi kerrotaan

ti) augmentoitu matriisi (A I) = (

11
ensimmainen rivi vakiolla % minkid tuloksena saadaan (1 % (2) 1). Seuraavaksi lisdtddn ensim-

L1
madinen rivi toiseen kerrottuna luvulla —1, jolloin tuloksena on ( (1) I 3 ?) kertomalla tdmén
272

1

111
matriisin toinen rivi 2:1la saadaan 0 % 21 5 ) mistd toinen rivi —%:lla kerrottuna ensimmaiiseen

liséittvni ant 1 1 -1
isdttynd antaa | | 5

). Télloin siis alkuperdinen matriisi on muunnettu alkeismuunnoksil-
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la identiteettimatriisiksi, ja sen kddnteismatriisi 1 9 voidaan lukea augmentoidun matriisin

oikeanpuoleisesta lohkosta.

Huomautus 16. Jos neliomatriisin A kizinteismatriisi A~! on helposti saatavilla, voidaan sen avul-
la ratkaista yhtiloryhmi Ax = b. Tilloin nimittiin yhtilosti Ax = b seuraa A~'Ax = A~'b, miki
kidnteismatriisin maritelmin perusteella voidaan kirjoittaa muotoon x = A~ 'b.

Esimerkki 60. Ratkaistaan yhtélopari

2x+y= 1
x +y=-1

kddnteismatriisia kdyttden. Matriisitulon médritelmén perusteella kyseinen yhtdlopari voidaan kir-

joittaa muodossa
21 x\ 1
11 y) \-1)"

Kertomalla yhtdlo (vasemmalta) matriisilla ( -1 > (joka on siis ylli esiintyvin matriisin kin-

& ‘é}(fi)(i)(i‘é)(i)a
()=(3):

On huomattava, ettd kddnteismatriisin etsimiseen perustuvassa yhtdloryhmin ratkaisumenetelmis-
sd on huomattavan paljon rajoitteita verrattuna yleiseen Gaussin-Jordanin menetelméédn. On nimit-
tdin oletettava ettd muuttujia on yhtd monta kuin tuntematonta ja ettd yhtdloryhmén kerroinmatrii-
sin kddnteismatriisi on ylipddnsd olemassa. Lisdksi on huomattava, ettd kiddnteismatriisin etsiminen
on jopa tydladmpéa kuin yhtdloryhmin ratkaiseminen Gaussin-Jordanin menetelmélld (mitidén huo-
mattavan paljon helpompaa tapaa kuin ylli esitetty ei tunneta). Timén vuoksi voidaan perustellusti
kysyd mitd mieltéd ylipadnsa koko kéddnteismatriisin kisitteessi on.

Tahin kysymykseen on monenlaisia vastauksia, joista useat liittyvét matriisialgebraan ja ovat ta-
min kurssin ulottumattomissa, mutta tissid yhteydessid voidaan ndhdi yksi relevantti vastaus: Mikaili
kidnteismatriisi A~! on etsitty, voidaan yhtiloryhmin Ax = b ratkaisu x = A~'b saada helposti esiin
milld hyvinsd vektorin b arvolla. Sen sijaan Gaussin-Jordanin menetelmin kdyttd niyttdd johtavan
siihen, ettd mikili b vaihdetaan, tulee yhtdloryhmi Ax = b ratkaista uudelleen samaista menetelmaa
kayttden.

teismatriisi) saadaan

miki sievenee muotoon

3.4 Determinantti

Determinantin kisite voidaan mééritelld joko algebrallisesta, kombinatorisesta tai geometrisesta né-
kokulmasta ldahtien. Koska ldhtokohtia on useita, on ymmirrettavii, ettd determinantin kisite on erit-
tdin kdyttokelpoinen. Tdmén kurssin puitteissa ei kuitenkaan voida esitelld determinantin kytkentoja
kaikkiin osa-alueihin yksityiskohtaisesti.

Talld kurssilla valitaan determinantin késitteen perustaksi algebrallinen nidkokulma ja asetetaan
multilineaarisiin kuvauksiin perustuva miaritelma.

Miiritelmé 30. Kuvaus f:V x ... x V — U on multilineaarinen, jos se on lineaarinen jokaisen
muuttujan suhteen, siis

Ffl.ax,..)=af(...,x,...)
ja

fl.ox+y,..)=fC..x...)0+ f(...y,...).
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Huomautus 17. Jos kuvaus on multilineaarinen, on sen arvo vilttdmattd 0 mikéli yksikin muuttujista
on 0. Tdma ndhdéén seuraavasti:

0, )= (040, = F(o. 0,0+ £(...,0,...),

joten vihentdmélld f(...,0,...) ndhddén ettd f(...,0,...) = 0. Timi pétee tietysti myds yhden vek-
torimuuttujan lineaarikuvauksille: f(0) = 0 aina kun f on lineaarikuvaus.

Miiéritelmi 31. Multilineaarinen kuvaus on alternoiva, jos sen merkki vaihtuu aina kun kahden
vektorin paikkaa vaihdetaan:

Sl X 0y, ) =—f( Y, X,

Seuraus 3. Jos alternoivassa kuvauksessa esiintyy kaksi samaa vektoria, sen arvo 0.
Tamai seuraa yksinkertaisesti sijoittamalla y = x yll4 olevaan yhtil66n, jolloin

joten f(....,%,...,X,...) =0.

Lause 17. Jos multilineaarisessa kuvauksessa lisdtddn jokin vektori toiseen skalaarilla kerrottuna,
ei kuvauksen arvo muutu. Tamd ndhdddn seuraavasti:

Floox o y+ax,..)=f(. x....y,..)+taf(c. % .., %)= f(...,X,....y,...)
0

Lause 18. Multilineaarinen alternoiva kuvaus mddrdytyy yksikdsitteisesti arvosta f(by,...,b,),
missi {by,...,b,} on kanta.

Todistus. Alternoivuuden perusteella f(...,b;,...,b;,...) = 0, jos kantavektori b; esiintyy kahteen
kertaan. Tdmén vuoksi riittdd tarkastella ainoastaan sellaisia arvoja f(b;,,...,b;, ), jossa kaikki kan-
tavektorit esiintyvit vain kerran.

Koska vektoreiden paikan vaihto vaihtaa funktion f merkin, voidaan todeta, ettd

fbi,....b;) =%£f(by,...,by),
missid etumerkki riippuu siitd kuinka monta kahden vektorin paikanvaihtoa on tarvittu aikaansaa-

maan jérjestys (b;,,...,b;,).
Esittamaélla jokainen vektori v; kantavektoreiden avulla

m
vi= ) vijb;
j=1
saadaan

Fvi,eovn) = f( Z vijibjs. Z V”jnbjn)

J1=1 Jn=1

m m
= Z Z V1j] ""annf(bjl?""bjn)

J1=1 Jn=1

Viji Vg S (B bj,)

I
™
™

m m
= Y X vijeva(EDS(br . by).
=1 je=1
(jty- -+, jn) kaikki erisuuret

Toiseksi viimeisin yhtdsuuruus perustuu siihen, ettd saman kantavektorin esiintyessid kaksi kertaa
on funktion f arvo 0. Viimeisin yhtdsuuruus perustuu siihen, ettd jirjestyksessd (b;,,...,b;,) esiin-
tyvit kantavektorit voidaan toistuvasti kahden vektorin paikkaa vaihtamalla saattaa jirjestykseen
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(b1,...,b,) ja jokaisessa kahden vektorin vilisessi paikanvaihdossa kuvauksen etumerkki muuttuu.
O

Esimerkki 61. Kolmen kantavektorin tapauksessa voidaan helposti laskea
f(b3)b1 abz) = _f(b] ab37b2) = f(bl 7b23b3)a

f(b37b2ab1) = _f(b17b2ab3)7
ja
f(b27blvb3) = 7f(b1ab2ab3)'

Etumerkin tarkempaa tarkastelua varten otetaan kdyttoon seuraava kisite, joka myos helpottaa
ylld esiintyvien summien merkitsemisti.

Mairitelmé 32. Permutaatio tarkoittaa jonon (1,2,...,n) uudelleenjirjestysti (iy,i2,...,i,), jossa
kaikki luvut 1, 2, ..., n esiintyvit jossain jérjestyksessi. Jonon (1,2,...,n) kaikkien permutaatioiden
joukosta kdytetddan merkintdd S,.

Permutaation merkki sgn(iy, iz,...,i,) on +1 ja permutaatiota sanotaan parilliseksi, jos se on saatu
jonosta (1,2,...,n) parillisella méirilld kahden alkion vaihtoja. Permutaation merkki on —1 ja sité
sanotaan parittomaksi, jos tarvittavien vaihtojen mééréd on pariton. Kahden alkion vaihtoa sanotaan
transpositioksi.

Esimerkki 62. Joukon {1,2,3} kaikki permutaatiot voidaan muodostaa valitsemalla 1. alkioksi ensin
1, sitten 2 ja lopulta 3. Mikéli 1 on 1. alkio, voidaan toiseksi alkioksi valita joko 2 tai 3, jolloin
saadaan 2 erilaista permutaatiota (1,2,3) ja (1,3,2). Samoin jatkamalla voidaan todeta, etti kolmen
alkion joukosta {1,2,3} voidaan laatia 6 = 3-2- 1 = 3! permutaatiota

S3={(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}.

Yleisemmin voidaan todeta, etti joukosta {1,2,...,n} voidaan laatian-(n—1)-...-2-1 = n! per-
mutaatiota, siis
|Sn| = n!.

Esimerkki 63. Kahdella transpositiolla saadaan (1,2,3) — (2,1,3) — (3,1,2). Niin ollen sgn(3,1,2)
+1.

Esimerkki 64. Yhdelld transpositiolla saadaan (1,2,3) — (3,2,1), joten sgn(3,2,1) = —1.

Esimerkki 65. Kahdella transpositiolla saadaan (1,2,3) — (3,2,1) — (3,1,2), joten sgn(3,1,2) =
+1.

Huomautus 18. Koska jokainen permutaatio voidaan muodostaa monella tavalla kiyttdmailld trans-
positioita peridkkiin, on perusteltua kysyd onko permutaation merkki hyvin méiritelty kisite, siis
voitaisiinko sama permutaatio saada seki parillisella ettd parittomalla madrilla transpositioita. Pie-
nelld pohdinnalla voidaan padtya siihen tulokseen, ettd ndin ei voi kidyd4, vaan tarvittavien transpo-
sitioiden médrin pariteetti on aina sama riippumatta siitd milld tavalla permutaatio muodostetaan.

Lause 19. Olkoon (iy,...,i,) jokin jonon (1,2,...,n) permutaatio. Sanotaan, ettd pari (i, ,ix,)
esiintyy kiddnnetyssd jirjestyksessd, jos iy, > ir,. Olkoon m kiidinnetyssd jérjestyksessd esiintyvien
parien méidird. Tilloin sgn(iy, ..., i) = (=1)™.

Esimerkki 66. Permutaatiossa (3,1,2) parit (3,1) ja (3,2) esiintyvit kiddnnetyssd jérjestyksessi.
Niin ollen sgn(3,1,2) = (—1)> = +1.

Esimerkki 67. Permutaatiossa (3,2,1) parit (3,2), (3,1) ja (2, 1) esiintyvit kdéinnetyssi jirjestykses-
si. Niin ollen sgn(3,2,1) = (—=1)3 = —1.

Esimerkki 68. Permutaatiossa (3,1,2) parit (3,1) ja (3,2) esiintyvit kiddnnetyssd jérjestyksessi.
Niin ollen sgn(3,2,1) = (—1)> = +1.
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Kayttamaéllda permutaation sgn-merkintid voidaan aiemman lauseen mukainen esitys multilineaa-
risen alternoivan kuvauksen arvolle kirjoittaa muodossa

fOLv) =Y sgn(ji o jn)vij, - Vg, f(br, .. bn). (3.3)
(j] \-'-3.fn)ESn
Téssd merkinnissé siis v;;, edustaa vektorin v; koordinaatteja kannassa B = {by,...,b,} ja jono
(J1,---,jn) valitaan siten, ettd kahta samaa arvoa ei esiinny.

Olkoon K skalaarikunta (yleensd joko R tai C) ja D : K" x ... x K" — K multilineaarinen, alter-
noiva kuvaus, jolle pitee
D(ef,....ef)=1. (3.4)

Tassa eIT, . e,f ovat luonnollisen kannan vektoreita (sarakemuodossa kirjoitettuna).

Mairitelmé 33. Esitetdén neliomatriisi A = (a, .. .a,) sarakkeiden a; kokoelmana. T#ll6in determi-
nantti det(A) médritelldén
det(A) = D(ay,...,a,).

Determinantista kiytetddn myds merkintid |A|. Tdssd merkinnidssi jétetidédn pois matriisin A molem-
mat kaarisulkeet. Lyhyyden vuoksi toisinaan myds samaistetaan merkinnit det(A) ja D(xi,...,X,),
kun A = (x,...,X,) ja merkitidin det(A) = det(x,...,X,).

Seuraus 4. Ylldolevan méiritelmin vilittomiéd seurauksia ovat

* Identiteettimatriisin determinantti det(/) = 1. Téméi seuraa vaatimuksesta (3.4) ja siiti, ettd
identiteettimatriisin sarakkeet koostuvat luonnollisen kannan vektoreista: 7 = (el ... el).

* Jos matriisissa on nollasarake, on sen determinantti 0. Tdméa seuraa Huomautuksesta 17.

» Jos matriisissa on kaksi samaa saraketta, on sen determinantti 0 Tama johtuu seurauksesta
3.

¢ Jos matriisin sarake lisdtddn toiseen vakiolla kerrottuna, determinantti e1 muutu. Tdma seu-
raa Lauseesta 17

* Jos matriisin kahden sarakkeen paikkaa vaihdetaan, muuttuu determinantin merkki. Tama
seuraa siitd, ettd determinantti on méadritelty sarakkeiden alternoivana kuvauksena.

e Determinantin eteen voidaan ottaa vakiokerroin miltd hyvinsd sarakkeelta, siis

det(xy,...,ax;,...,X,) = adet(Xy, ..., X, ...,X,). Tdmi seuraa (multi)lineaarisuudesta.
o det(xq,...,X+Y,...,X,) =det(xq,...,X,...,X,) +det(xy,...,y,...,X,). Timi seuraa myos
lineaarisuudesta.

Determinantin ominaisuuksista seuraa myos hyvin tirked geometrinen tulkinta (selitetdén luen-
nolla)

Lause 20. Kun A = (ay,...,a,) (sarakkeet), determinantin itseisarvo |det(A)| merkitsee vektoreiden
{ai1,...,a,} generoiman siirmién tilavuutta

Seuraavalla lauseella on myos teorian kannalta hyvin kauaskantoisia seurauksia.

Lause 21. Jos A ja B ovat n X n-matriiseja, on
det(AB) = det(A) det(B)

Todistus. Sekd f(X) = det(AX) ja g(X) = det(A)det(X) ovat matriisin X sarakkeiden alternoivia
multilineaarikuvauksia, joille f(I) = g(I) = det(A). Viite seuraa nyt suoraan aiemmin todistetusta
alternoivien multilineaarikuvasten yksikisitteisyydesti: f(X) = g(X), my6s kun X = B.

Kaavan (3.3) seurauksena saadaan matriisin

A]] A]z "'A]IZ

Anl An2 oo Ann
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determinantille esitys

det(A) = Z Sgn(il,i2,---7in)Ali1A2i2 ...Am'n, 3.5)

(i17i2,...,in)ESn

jolla on hyvin tédrkeitd seurauksia. Ennen niihin tutustumista voidaan tarkastella pienten neliomat-
riisien determinantteja.

Esimerkki 69. Tapauksessa n = 2 on permutaatioiden joukko S» = {(1,2),(2,1)}, joille sgn(1,2) =
+1jasgn(2,1) = —1. Laskettaessa kaavan (3.5) mukaan matriisin

A A
A =
(A21 Azz)

determinanttia saadaan summaan vain kaksi termii:
det(A) = sgn(1,2)A11A22 + sgn(2, l)A12A21 =A11A2n —ApAg.

Esimerkki 70. Tapauksessa n = 3 on kuusi permutaatiota: S3 = {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),
(3,1,2),(3,2,1)}, joiden merkit ovat +1, —1, —1, +1, +1 ja —1. Titen

A1 A Az
A Ap Agz | = +A11A20A33 — A11A23A30 — A12A21A33 +A12A23A31 +A13A21A3) — A13A00A35.
A3y Az Azz

Edelliset esimerkit havainnollistavat kaavaa (3.5), josta voidaan kuitenkin havaita, ettd se ei tuota
erityisen kéyttokelpoista laskennallista menetelmid determinantin méarittdmiseksi, silld summassa
(3.5) on n! yhteenlaskettavaa. Kertomafunktio n! kasvaa nopeammin kuin mikéin eksponenttifunk-
tio, ja jo pienilld arvoilla 3! = 6, 4! = 24 5! = 120,6! = 720 voidaan todeta summattavien méiran
kasvavan hyvin suureksi.

Kaava (3.5) ei siis suoraan tuota tehokasta laskentamenetelméd determinantille, mutta tuota pikaa
nihdéain, ettd vilillisesti sellainen 16yty kaavan (3.5) avulla. Sitid ennen voidaan kuitenkin todeta, ettid
jokaisessa yhteenlaskettavassa

Ay Agy .- Ay, (3.6)

on valittu yksi alkio jokaiselta riviltd ja jokaiselta sarakkeelta. Merkinnéssd (3.6) on alkiot valittu
kasvavan rivijirjestyksen (1. alaindeksi) mukaan, mutta sarake vaihtelee jérjestyksessi (i1,i2,- - - ,in)-
Tulo (3.6) on kuitenkin mahdollista jirjestdi myds niin, ettd sarakkeiden jérjestys on kasvava ja
rivien jérjestys vaihtelee:

A1j\ Agiy o Apiy, = Aj1Aj - A, 3.7

missé (j1, j2,-- -, jn) On jokin rivien permutaatio.

Esimerkki 71. Permutaatio (1,3,2) tuottaa determinantin (70) lausekkeeseen yhteenlaskettavan —A1A3A3 =
—A11A32A23. Jalkimmdisessd lausekkeessa sarakenumero kasvaa 1 — 2 — 3 ja rivinumerot midray-
tyvit permutaation (1,3,2) mukaan.
Permutaatio (3,1,2) puolestaan tuottaa determinantin (70) lausekkeeseen termin A3Aj A3 =
A1 A3pA 13, jossa rivit midrdyty vit permutaation (2,3, 1) mukaan. Voidaan huomata, ettd sgn(3,1,2) =
+1, koska (3, 1,2) saadaan perusjirjestyksestd (1,2,3) kahdella transpositiolla, ja samoin on permu-
taation (2,3, 1) laita, siis sgn(2,3,1) = +1.

On verrattain helppoa todistaa seuraava lause:
Lause 22. Olkoot merkinndit kuten yhtdlossd (3.7). Talloin
sgn(it, iz, -, in) = gn(j1, j2s- -+ jn)-

Determinantin summakaava (3.5) tuottaa talldin
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det(A) = Y, sen(inin,. .o in)AL Aviy - A,
(ilvi27<-~7i)l>€sn
= Y, sen(Gijas--dn)AjiAj A
(jl-j21~~~1jn)€S)1
= Y san(jija..-,in)AT; AT AL
(J1:J2--+Jn)ESn
= det(AT),

joka voidaan ilmaista kompaktisti yhdessi lauseessa:

Lause 23.
det(A) = det(AT)

Huomautus 19. Edellisen lauseen perustella determinantti voidaan kisittdd multilineaarisena ku-
vauksena matriisien rivien esittdessi vektoreita. Seurauksen 4 kaikki sarakkeita koskevat véittdmat
soveltuvat myos siis matriisin riveihin.

Kéytidnnollinen menetelmi determinantin arvon laskemiseksi voidaan 16ytdd kun kidytetddn yh-
distelména Seurauksen 4 huomioita sekid summaesityksen (3.5) seurauksia, joihin seuraavaksi tutus-
tutaan lyhyesti.

Miéritelmé 34. Matriisin A alimatriisi Alij] saadaan matriisista A pyyhkimalld pois rivi i ja sarake
J-

-1 20 -51 31
Esimerkki 72. Olkoon A = 351 |. Tdllsin A[11] = , A[12] = , A13] =
5 23 23 23

(; _§> jaA[32] = (‘; ?)

Maéritelmé 35. Matriisin A alkion A;; komplementti C;; = (—1)™/ detAl[ij].

31‘_

Esimerkki 73. Olkoon A Esimerkin 72 matriisi. T#lloin Cy = (—1)'+1 ; ; ‘ =—17,Cp = (—1)*2 23
3-5 —10
_ _(_1\143 1 _ 342 _
7,C]3—( 1) 2 2‘—16J3C32—( 1) 31’—4.

Syy komplementin késitteen esille tuomiseen selvidd, kun huomataan, ettd determinantin summa-
kaavassa (3.5) voidaan jokaisesta tulon tekijésti ottaa yhteiseksi tekijiksi jonkin rivin tai sarakkeen
alkioita. Jos esimerkiksi ryhmitellddn joukon S, permutaatiot 1. alkion mukaisesti, saadaan determi-
nantin lauseke jaoteltua seuraavasti:

det(A) = Y. sgn(it,iz,. .., in)A1; Ay - A,

(i1825+--,in) ESn

= Y sen(Lia,...in)A1A2, .. Ay,
(1,[2,...,[,,)65,,

= Z sgn(Z, i2, ceey in)A12A2i2 .. .An,‘”
(2.i2,...,in)ESn
4t

= Z sgn(n, i2,..., in)AlnAZiz .. -Am',l

(M, sin ) €S

Ottamalla summattavista yhteiset tekijat Ayy, Ao, ..., Ay, tistd saadaan

det(A) =AY, sen(lin,... in)A2i, .. Ap,
(1,1‘2,..‘71}1)65',,

= A12 Z sgn(2,i2,...,in)A2,~2 --~Anin

= Aln Z Sgn(}’l,iz,...,in)AZiz --~Ani,,

(Ryinsensin) ESn
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Esimerkki 74. Kdyttamalla Seurauksen 4 huomioita 3-rivinen determinantti voidaan laskea seuraa-
vasti:

abc
de f|=a ef —b‘df —l—c‘de .
o hi hi gi gh

Kyseinen laskutapa on 3 x 3-determinantin kehitelmd ensimmdisen rivin mukaan laskemiselle toimii
seuraavasti: Muodostetaan summalauseke, jossa kukin ensimmaéisen sarakkeen alkio on kertojana,
kertojan merkki kuitenkin varustettuna vuorottelusddnnolld”: a:lle merkki +1, b:lle merkki —1,
c:lle merkki +1, jne. Kerrottavat puolestaan saadaan alkuperiisestd matriisista poistamalla seké rivi
ef

ettd sarake: alkion a kerroindeterminantti ni

saadaan poistamalla alkuperiisestd matriisista rivi ja
df
gi
sen rivi ja sarake, jolla b on, ja sama pitee alkion ¢ kerroindeterminanttille.

sarake, jolla a on, samoin b:n kerroindeterminantissa on poistettu ldhtokohtaisesta matriisista

Samalla tavalla voidaan 4-rivisen determinantin laskeminen esittid kehitelmdind ensimmdisen ri-
vin suhteen:

Z?CZ fegh egh efh efg
ijil —aljkil|=blikl|+c|ijl|—d|ijk
mnop nop mop mmnp mn o

Samaa periaatetta kdyttden voidaan palauttaa minkd hyvénsd n x n-determinantin laskeminen vi-
hempirivisiin determinantteihin. On syytd huomauttaa, ettd kehitelméi ei tarvitse vilttamattd tehda
ensimmadisen rivin suhteen, vaan kehitelmé minka hyvénsi rivin tai sarakkeen suhteen tuottaa saman
tuloksen.

Huomautus 20. Aiemmissa esimerkeissd on kisitelty determinantin laskemista ensimmaéisen rivin
mukaisen kehitelmén avulla. Seurauksen (4) perusteella on kuitenkin ilmeistd, ettd determinantti
voitaisiin laskea minkd hyvénsi rivin tai sarakkeen kehitelmin mukaisesti.

Kiytinnossd determinantin méirittiminen rivikehitelmien mukaan ei kuitenkaan ole laskennalli-
sesti tehokasta, ellei samalla noudateta Gaussin-Jordanin eliminointimenetelm&i nollien maksimoi-
miseksi riveilld.

1 20 1 00 61
Esimerkki 75. | =3 01|=[-3 61 =’_101‘=6-1—1-(—10)=16-
4-21 4-101
Esimerkki 76.
ladad® 1 0 0
1662 | = |1b—ab>—pa| = |2 200~ =(b—a)(c—a) 1b‘z(b—a)(c—a)(c—b)
lcc? lc—ac®—ca c—aclc—a) he

Seuraava lause on erittiin tirked ja perustellaan luennolla:

Lause 24. Neliomatriisilla A on olemassa kicdnteismatriisi A~ tarkalleen silloin kun det(A) #
0.

Lause 25. Jos neliomatriisilla A on kédnteismatriisi A=, on det(A~!) = det(A)~L.

Todistus.
1 = det(I) = det(AA~ ') = det(A) det(A™1).

Viite seuraa tdstd valittomasti.

Huomautus 21. Muistutuksena edellisestd luvusta: Matriisilla on kddnteismatriisi tarkalleen silloin
kun matriisi on tdysiasteinen, mikd puolestaan toteutuu tarkalleen silloin kun matriisin rivit ovat
lineaarisesti riippumattomat.
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Yhteenvetona voidaan esittdd seuraava lause.

Lause 26. Seuraavat ehdot ovat neliomatriisille A ekvivalentteja

1. Kéiiinteismatriisi A~' on olemassa.

2. Matriisin A rivit ovat lineaarisesti riippumattomat.

3. Matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.

4. Matriisin A rivit muodostavat n-ulotteisen vektoriavaruuuden kannan.

5. Matriisin A sarakkeet muodostavat n-ulotteisen vektoriavaruuuden kannan.
6. det(A) # 0.

7. r(A) =n.

Matlabissa matriisin A determinantti, kdanteismatriisi, ja aste voidaan laskea komennoilla
det (&), inv (A) jarank (4).
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Luku 4
Ominaisarvot ja -vektorit

4.1 Matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit

Olkoot A ja B n x n-nelidmatriiseja. Matriisitulo AB on yleensd varsin tyolds laskea, silld alkiota

(AB);; varten pitad laskea summa
n

Z A By,

k=1
jonka kutakin summattavaa varten pitii vield laskea kertolasku. Koska tulomatriisissa AB on n? al-
kiota, niyttid edellimainittu merkitsevin, ettd matriisia AB varten pitii laskea n’ kertolaskua ja
n?(n— 1) yhteenlaskua, siis O(n?) laskutoimitusta. Matriisitulon laskemista varten on kehitetty pa-
rempiakin menetelmid ja esimerkiksi ensimméinen epitriviaali menetelmi, ns. Strassenin matrii-
sikertolasku voidaan suorittaa kiyttimalld O(n>807#+) laskutoimitusta. Parhaat nykyisin tunnetut
menetelmiit kiyttavit O(n>37) laskutoimitusta.

Koska n x n-matriisissa on n? alkiota, ei matriisikertolaskua A x B yleisesti voida suorittaa vi-

hemmiilld mairilld kuin n? laskutoimitusta. Poikkeuksena ovat kuitenkin matriisit, joiden rakenne
on yksinkertainen

Esimerkki 77. Kahden n x n-diagonaalimatriisin tulo

alo...O bl()...() a1b1 0o ... 0
Oaz... 0 Obz... 0 0 azbz... 0
00..4a, 00..b, 0 0 ...auby

voidaan laskea n:114 kertolaskulla. T#std seuraa, ettd diagonaalimatriisin potenssi on helppo laskea.

Esimerkki 78. Lineaarisessa diskreettiaikaisessa systeemissi tilaa ajanhetkelld i kuvataan pystyvek-
torilla x; € R" ja systeemin dynamiikkaa esittdd matriisi A, mikd merkitsee sitd ettd x;| = AX;.
Talloin x; = A'Xxg, mutta A’ voi olla tyolds médrittaa.

Edellisen esimerkin vektori x; = A’X olisi helppo midrittid, mikli A olisi diagonaalimatriisi tai
mikéli xq voitaisiin esittidd sellaisten vektoreiden lineaarikombinaationa, jotka eivit muutu oleelli-
sesti kerrottaessa matriisilla A vasemmalta.

Maéritelmé 36. Olkoon A n X n-matriisi. Luku A € C on matriisin A ominaisarvo, jos on
olemassa sellainen x £ 0, ettd
Ax = AX.

Téll6in jokaista ylldolevan yhtélon toteuttavaa vektoria x sanotaan ominaisarvoon A liittyviksi
ominaisvektoriksi.

Huomautus 22. Nollavektorille pitee joka tapauksessa AQ = 0 = A0, olipa A miki hyvinsé luku.
Edellisessd madritelmésséd vaaditaan kuitenkin, ettd on olemassa jokin nollasta poikkeava vektori X,
jolle Ax = Ax toteutuu.
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Ominaisvektorit ovat siis sellaisia vektoreita x, joille matriisin A médrittima lineaarikuvaus x —>
Ax on skalaarikertolasku x — Ax, miki on kisitteellisesti ja laskennallisesti yksinkertaisempi asia
kuin matriisikertolasku. Yhtilostd Ax = Ax seuraa helposti induktiolla A’x = A'x.

Huomautus 23. Jos vektori X voidaan esittdd matriisin A ominaisvektoreiden lineaarikombinaationa
X0 =C1X] + ... +CnXp,
on A'x esitettivissi muodossa
AiX() = ClAiX1 +...+ CnAan = cllixl +... -|—Cnﬂ,an

Ominaisarvojen méérittimiseksi kirjoitetaan yhtdlo Ax = Ax muotoon Ax = AIX ja timi edelleen
muotoon (A — AI)x = 0. Méiritelmidn mukaan A voi olla ominaisarvo vain jos télld yhtdlolld on
nollavektorista poikkeava ratkaisu. Téten vélttdméttd matriisin A — Al on oltava singulaarinen (ei
kidntyva). Lisdksi on mahdollista ndyttda toteen, ettd aina kun A on singulaarinen, on olemassa
sellainen vektori x # 0, ettd Ax = 0. Néin saadaan seuraava lause:

Lause 27. Matriisin A ominaisarvot A ovat tarkalleen kaikki yhtdilin
det(A—AI) =0

ratkaisut.

Kun jokin ominaisarvo A tunnetaan, voidaan siihen liittyvit ominaisvektorit méérittid Gaussin-
Jordanin menetelmilld yhtilostd (A — AI)x = 0. Jokaiseen ominaisarvoon liittyy aina diretén maéré
ominaisvektoreita, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 28. Olkoon A n x n-matriisi. Matriisin A ominaisarvoon A liittyviit ominaisvektorit yh-
dessd nollavektorin kanssa muodostavat R" :n aliavaruuden.

Todistus. On osoitettava, ettéd jos X ja X, ovat ominaisarvoon A liittyvid ominaisvektoreita, niin
myo0s aijX; + ax; on sellainen. Matriisikertolaskun ominaisuuksien perusteella timé on suoravii-
vaista:
A(a1X] —I—azXz) = @AX] + mAX) = a1 AX] +arAxp = )L(alxl —|—612X2).
. . e e o —13 30 o . . o -
Esimerkki 79. Maéritetddn matriisin A = —9 20 ominaisarvot ja -vektorit. Ominaisarvoyhta-
16ss4 esiintyvé matriisi A — A1 saa muodon

—13 30 _a 10y (—-13—-21 30
-9 20 01/ -9 20-A )

joten ominaisarvoyhtil6 on
—13—-2 30
det( _9 20_2'>:O,

(—13=2)(20—2)—30(=9) =0 A2—TA+10=0< 1 € {2,5}.

miké voidaan kirjoittaa muotoon

Maidritetddn ominaisarvoon 2 liittyvét ominaisvektorit. Tima merkitsee yhtdloryhmén

(F50) 20 6)=6) = (572%) (1) - ()

ratkaisujen etsimistd. Gaussin-Jordanin menetelmé muuntaa timén muotoon
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1 -2 x\ (O

0 0/\y/) \0)’
jonka ratkaisut ovat (x,y) = (2y,y) = y(2,1). Téten siis matriisin A ominaisarvoon 2 liittyvét omi-
naisvektorit ovat muotoa y(2, 1), missd y on vakio. Jos tahdotaan pidittiytyi reaalisissa ominais-

vektoreissa, voidaan rajoittaa y € R, mutta yleisesti voidaan my06s kompleksiset arvot hyviksya.
Tarkastuksen vuoksi voidaan laskea (valitaan esim y = 1)

() (1)=2(1):

Ominaisarvoon 5 liittyvét ominaisvektorit médritetdéin samalla tavalla. T4lloin kyse on yhtdloryhmén

(52)()=0)

ratkaisuista, jotka ovat muotoa (x,y) = (% y,y) = % ¥(5,3) ja taas laskemalla voidaan tarkastaa (vali-

taan esim y = 3), ettd
—13 30 5\ 5 5
-9 20 3) T\3)°

Esimerkki 80. Olkoon matriisi A kuten edellisesséd esimerkissd. Selvitetddn yleinen lauseke vektoril-
le A'(9,5)7. Edellisessd esimerkissi nihtiin, ettd matriisin (2,1) ja (5,3) ovat matriisin A ominais-
vektoreita. On helppo huomata, ettd nimé ovat lineaarisesti riippumattomat, joten ne muodostavat
avaruuden R? kannan. Niin ollen vektori (9,5) voidaan esittid vektoreiden (2, 1) ja (5,3) lineaari-
kombinaationa:

(975) =<1 (27 1) +62(5a3)a

joka voidaan kirjoittaa yhtidloparina
2¢1 + 5¢; =9
c1+3¢c=5

Témin ratkaisut saadaan esim. Gaussin-Jordanin menetelmélld: ¢; = 2, ¢, = 1. Talloin siis (9,5) =
2(2,1)+ (5,3) ja koska molemmat komponenttivektorit ovat matriisin A ominaisvektoreita, saadaan

0(3) (D) () -2 (D) (3) 22 () 5 (3) - (35155,

Edelld kuvattu menetelma soveltuu kaikille n x n-matriiseille, joiden ominaisvektoreiden avulla voi-
daan muodostaa avaruuden R” (tai avaruuden C") kanta. Osoittautuu, ettd jos matriisin kaikki omi-
naisarvot ovat erisuuret. Toisaalta osoittautuu, ettd timi ei ole vilttimiton ehto: Matriisilla saattaa
olla vain yksi ominaisarvo, mutta siitd huolimatta sen ominaisvektorit muodostavat R":n tai C":n
kannan.

Esimerkki 81. 1dentiteettimatriisin / ainoa ominaisarvo on 1, silld kaikille vektoreille Ix = 1 - x. Toi-
saalta timdn mukaisesti kaikki vektorit ovat identiteettimatriisin ominaisvektoreita, joten niistd voi-
daan varmastikin valita vektoriavaruuden kanta.

4.2 Matriisin diagonalisointi

Matriisin potenssien laskeminen palautuu toisinaan yksinkertaisempaan tehtavaian, mikili matriisille
voidaan 10ytdd yksinkertaisempi, ns. similaari versio.

Miiritelmé 37. Neliomatriisit A ja B ovat similaarit, mikéli on olemassa sellainen kadntyva
matriisi P, etti A = P~ 'BP.

JosA =P 'BP,on
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Al=p7'pp.-P7'BP.....P"'BP=P'BP

ja jos B on matriisi, jolle B' on helppo laskea, esimerkiksi diagonaalimatriisi, voidaan A’ laskea
ylldolevan kaavan mukaisesti.

Kun pyritidin etsimddn mahdollisimman yksinkertainen similaari matriisi annetulle matriisille A,
nousee esille kysymys siiti, miten matriisi P médritetddn. Seuraava havainto on tarpeellinen yksin-
kertaisen esityksen etsimiselle.

Huomautus 24. Oletetaan, ettd n X n-matriisilla A on olemassa n ominaisarvoa Ay, ..., A,, joihin liit-
tyy ominaisvektorit Xy, ..., X,. Muodostetaan matriisi P kdyttdmailld ominaisvektoreita x; sarakkeina:
P=(x1...X,),

jolloin AP voidaan lohkomuodossa laskea seuraavasti:
AP = (Ax; ... Ax,) = (X ... A4uXy)

ja suoraan laskemalla on helppo todeta, ettd

M O0...0
0A...0
(Mxy.. X)) =(x1...%,) | . . . . | =PD,
00 ..
| ———
D

ja kaikki edelld esitetty yhteen kokoamalla saadaan yhtélo AP = PD. Jos P on kidédntyvé matriisi,
saadaan esitys D = P~'AP.

Mairitelmé 38. Matriisi A on diagonalisoituva, jos se on similaari jonkin diagonaalimatriisin
D kanssa. Tilloin siis P~'AP = D jollekin kizntyville matriisille P. Diagonalisoituva matriisi
voidaan esittiid muodossa A = PDP~!, missi D on diagonaalinen ja P kizintyvi.

—13 30

Esimerkki 82. Olkoon A = < ~9 20

kuten esimerkissd 91 todettiin, on matriisilla A ominaisar-

voon 2 liittyvd ominaisvektori ( 1 ) sekd ominaisarvoon 5 liittyvd ominaisvektori ( ) . Ndin ollen

A(13) =) G)=C0) ()= (5 (55)

o (25 3 -5 . . S
Matriisin 13 kdinteismatriisin _1 2 midrittiminen onnistuu esimerkiksi aiemmassa py-

kildssd kuvatulla Gaussin-Jordanin menetelméén perustuvalla prosessilla. Tédten matriisi A on dia-
gonalisoituva ja voidaan esittdd muodossa.

A (25) (20N (25)"

“\13)\os5/)\13
ja siksi
Ao (25 (20 “r25\7" [25\/20 3 =5\ (3-2if1-5.30 _5.2it1 4 10.3
“\13/\03 13) “\13)\05/\—-12 )"\ 3.20-3F _5.2042.3!

).
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4.3 Jordanin normaalimuoto

Edellisessi luvussa kuvattu menetelmd matriisin diagonalisoimiseksi perustuu ominaisarvoihin liit-
tyvien ominaisvektoreiden etsimiseen. On huomattava, etté jos x; on matriisin A ominaisarvoon A;
liittyvé, pitdd yhtdlo Ax; = A;x; médritelmén mukaan paikkansa, ja tdlloin matriisille P = (x; ...X,)
pitee ilman rajoituksia

AP = (Ax; ... Ax,) = (AiX] ... AyX,) = PD, 4.1)
missi
MO...0
0Ad...0
D:
00...2

on diagonaalimatriisi. Sen sijaan diagonaaliesityksen D = P~!AP 16ytyminen edellytti, etti omi-
naisvektorit X, ..., X, voidaan valita siten, ettd P = (X; ...X,) on kdéntyvi.

Mikili n x n -matriisilla A on n erisuurta lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria, on A dia-
gonalisoituva. Itse asiassa on mahdollista todistaa, ettd erisuuriin ominaisarvoihin liittyvét ominais-
vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, ja tilloin matriisi P on kdintyvi.

On kuitenkin tdysin mahdollista, ettd matriisilla A ei ole n:44 erisuurta ominaisarvoa, ja tilloin
on kyseenalaista ovatko ominaisvektorit valittavissa siten, ettd niistd muodostettu matriisi P olisi
kdantyva.

Esimerkki 83. Matriisin

—-331
A=| =551
—-533
ominaisarvoyhtdlo on
—3—-1 3 1
—5 5-1 1 |=022A°-512+81-4=0,
=5 3 3-1

minkd ratkaisut ovat A = 1 (yksinkertainen nollakohta) ja A = 2 (kaksinkertainen nollakohta). Nama
voidaan periaatteessa 10ytdd kokeilemalla kaikki mahdolliset rationaalinollakohdat ja tdlld tavoin
16ytyy polynomille A3 —5A2 484 — 4 my&s muoto (A — 1)(A —2)2.

Ominaisarvoa 1 vastaavat ominaisvektorit voidaan 16ytédd ratkaisemalla yhtilo

(A—=1-Nx=0,
miké tdssi tapauksessa (merkitsemilld x = (x,y,z)”) saa muodon

431\ [x 0
541 |y]=10
-531) \z 0

Kerroinmatriisin redusoitu porrasmuoto on

101
01-1]|,
00 0

x —z=0
y—z=0"’
jonka ratkaisut ovat (x,y,z) = (z,z,z) = z(1, 1, 1). Niin ollen kaikki ominaisarvoon 1 liittyvit omi-

naisvektorit ovat vektorin (1, 1, 1) skalaarimonikertoja.
Ominaisarvoon 2 liittyvét ominaisvektorit selvitetdéin samalla tavalla: Yhtdlo

mitd vastaa yhtdloryhmi

(A-2Dx=0
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saa muodon
—-531

X 0
-531 y|l=10
-531 z 0

Kerroinmatriisin redusoitu porrasmuoto on
3 _1
1 =5 —5
o 0 0],
0 0 O
mik4 vastaa yhtdlod x — % y— %z = 0 ja yleinen ratkaisu voidaa kirjoittaa muotoon

1 1 1
5:0.1) = 5¥(3,5.0) + 52(1,0.5)

3 1 3
()C,%Z) = (7y+ *ZJ’,Z) :y(ga 170)+Z(5

575
Ominaisarvoon 2 liittyviksi ominaisvektoreiksi voidaan siis valita esimerkiksi (3,5,0)7 ja (1,0,5)7,
jotka ovat lineaarisesti riippumattomat. Jos siis matriisiksi P valitaan

131
p=(150],
105

voidaan todeta ettd

ja
100
PlaP=1020
002

Esimerkki 84. Selvitetddn matriisin
-213

A=|-534
—415

ominaisarvot ja ominaisvektorit. Ominaisarvoyhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

—2-2 1 3
-5 3-2 4 |=0=217-6A7+124-8=0,
-4 1 5-2

jonka ainoa nollakohta on A = 2. Téhén liittyvit ominaisvektorit voidaan 16ytéii etsimillé ratkaisut
yhtilolle (A —2A)x = 0, miké voidaan kirjoittaa muotoon

—413\ [x 0
514 ]|y]=1(o0
—413) \z 0

Kerroinmatriisin redusoitu porrasmuoto on

10 -1
01-1
00 O
mik4 vastaa yhtéloparia
x —z=0
{ y—z2=0

Jonka ratkaisut ovat muotoa (x,y,z) = (z,z,z) = z(1, 1, 1). Néin ollen yhtilon (4.1) mukaista matriisia
P ei voida valita siten ettd sellaisessa olisi kolme lineaarisesti riippumatonta saraketta.
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Edellisen esimerkin tyyppisid matriiseja sanotaan diagonalisoitumattomiksi. Téllaisille matrii-
seille voidaan kuitenkin 16ytdd myos miltei diagonaalinen esitys, jota kutsutaan Jordanin normaali-
muodoksi

Maaritelma 39. Muotoa

210..00
0A1...00
00A...00
I, = . .
000...21
000...02

olevaa matriisia sanotaan Jordan-lohkoksi.
Esimerkki 85. Diagonaalimuodossa olevan matriisin potenssit on helppo esittda.
n
A Al
A Ay
Ak AL

mutta myo6s Jordan-lohkojen potensseista voi suhteellisen helposti 10ytdéd sddannonmukaisuuksia:

AT\" (A A
or) “\o a )

210\ A" At (G A2

oAl ] =10 A nav! |,

002 0 0 AN
A100\" AT AL (A2 (HAn3
oA1O0| |0 A" nAmt (HAn?
0021 0 0 YRy Kot
0002 0 0 0 A"

janiin edelleen. Ylldolevat yhtdsuuruudet voidaan todistaa oikeiksi induktiolla.

Lause 29. Olkoon A n X n-matriisi, jonka erisuuret ominaisarvot ovat Ay, ..., A. Télléin on olemas-
sa sellainen kddntyvd matriisi P, ettd P~ AP voidaan esittic lohkomuodossa

I

1

I,

P AP =

Iy,

k
Todistus. Ei esitetd, mutta tilannetta valotetaan alla selostuksin ja esimerkein.

Osoittautuu, ettd yhtédlossa (4.1) esiintyvd matriisi P voidaan aina valita kdéntyviksi matriisiksi, mi-
kili diagonaalisuusvaatimuksesta joustetaan ja vaaditaan ainoastaan matriisin D olevan Jordan-lohko
-muodossa. Tdlloin matriisin P sarakkeiksi tulee valita alkuperdisen matriisin A ominaisvektorit ja
nditd tdydentdmédin ns. yleistetyt ominaisvektorit.

Tarkastellaan aluksi mitké ovat Jordan-lohkon ilmenemisvaatimukset 3 x 3-tapauksessa. Jos mat-
riisilla A on ominaisarvoon A liittyvi ominaisvektori x, mutta ei muita lineaarisesti riippumattomia
ominaisvektoreita, merkitdan

X1 Y12 A10
P=xyz)=|xnznl|jaJ=[0A1
X3 V3 23 00A

Tulo AP = (Ax Ay Az) on helppo esittédd, mutta ongelmia ei tuota mydskéin
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X1 )1 21 A10 XA xi +yA y1+z1A
Pi=|xy 22 OALl | = Ax+ymAyn+d | =(Ax x+Ay y+Az).
X3 V3 23 00A x3A x3+y3A4 yo + 234

Yhtéasuuruus AP = PJ edellyttdi siis, ettd

Ax = Ax (A-ADx=0
Ay =x+Ay &< (A—A)y =x
Az =y+ Az A-ADz =y

Toisesta yhtilosti voidaan helppona seurauksena huomata, etti (A — AI)%y = (A — AI)(A — Al)y =
(A — AI)x = 0 ja samoin kolmannesta etti (A — A1)z = (A — AI)%y = 0.

Mairitelmé 40. Olkoon A matriisin A ominaisarvo ja k € N. Ominaisarvoon A liittyvi kerta-
lukua k oleva yleistetty ominaisvektori on mika hyvinsa yhtdlon

(A—Ax=0

toteuttava vektori.

Huomautus 25. Kun méiritelmassd 40 valitaan k£ = 1, saadaan méiritelméan 36 mukaiset tavalliset
ominaisvektorit.

Esimerkki 86. Esimerkissid 84 todettiin, ettd matriisilla

213
A=|-534
—415

on vain yksi ominaisarvo A = 2. Siihen kuuluvat ominaisvektorit x ovat yhtilén
A-2Nx=0

ratkaisut. Nimi puolestaan ovat kaikki vektorin (1,1,1)” skalaarimonikertoja, joten yhtilon (4.1)
mukaista diagonalisoivaa matriisia ei voida 10ytdd. Tdmin sijasta voidaan etsid ominaisarvoon 2
liittyvét astetta 2 olevat yleistetyt ominaisvektorit X, joilla tdsséd tapauksessa tarkoitetaan yhtalon

(A—2D)x=(1,1,1)T
ratkaisuja. Kyseinen yhtilo voidaan kirjoittaa muotoon

—413 X
514 y| =
—413 Z

ja yhtdloryhmén augmentoitu matriisi on
ja edelleen tdmin redusoitu porrasmuoto

vastaa yhtéloparia
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jonka ratkaisut voidaan kirjoittaa muotoon
(,3,2) = (z.2+1,2) = z(1,1,1) +(0,1,0).

Niin ollen astetta 2 olevaksi yleistetyksi ominaisvektoriksi voidaan valita esimerkiksi (0, 1,0). Toi-
saalta, valittiinpa asteen 2 yleistetty ominaisvektori miten tahansa, saadaan vasta 2 lineaarisesti riip-
pumatonta (yleistettyd) ominaisvektoria (1,1,1) ja esim. (0,1,0).

Koska yhtdlon (4.1) matriisia P varten tarvitaan 3 lineaarisesti riippumatonta saraketta, etsitdin
vield astetta 3 oleva yleistetty ominaisvektori, jolla tdssi tapauksessa tarkoitetaan yhtdlon

(A—20)x=(0,1,0)"

ratkaisuja. Tdma yhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon

—413\ [x
514 |y|l=[1
-413/) \z 0

Kyseisen yhtdloryhmén augmentoitu matriisi on

—-4130
-5141
—4130
ja tdmin redusoitu porrasmuoto
10-1-1
01-1-4
000 O
vastaa yhtdloparia
x —z=-1
{ y—z=-4"

jonka ratkaisut voidaan kirjoittaa muotoon
(x7y71) = (Z_ 171_47Z) = Z(17 la 1) + (_15 _470)

ja kertalukua 3 olevaksi ominaisvektoriksi voidaan valita esim. (—1,—4,0)7.
Jos nyt valitaan P:n sarakkeiksi astetta 1, 2 ja 3 olevat yleistetyt ominaisvektorit, saadaan

10 -1
P=|11-4
10 0

nidhdiin ettd
001

Pl=|-413
~101
ja
210
Plap=1021
002

Tamai esimerkki esittdd sen yksinkertaisimman mahdollisen vaihtoehdon, jossa lineaarisesti riip-
pumattomia ominaisvektoreita voidaan valita vain yksi, samoin toisen kertaluvun ominaisvektoreita,
ja niinpd myo6s kolmannen kertaluvun ominaisvektoriksi voidaan valita yksi vektori (tai sen ska-
laarimonikerta). Valitettavasti timi esimerkki ei kata kaikenlaisia mahdollisuuksia. On nimittidin
mahdollista ettd alempaa astetta olevat ominaisvektorit tulee valita sopivalla tavalla, jotta 16ydet-
tdisiin sopivat ylempéd astetta olevat ominaisvektorit. Tdmé ongelma voidaan kisitelld tavallisen
linaarialgebran keinoin, valitsemalla méddraamattomit kertoimet kertaluvun k£ ominaisvektoreiden li-
neaarikombinaatiolle ja ratkaisemalla lineaarisesta yhtdloryhmistd lausekkeet seuraavan kertaluvun
ominaisvektoreille.
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Esimerkki 87. Olkoon
-1 -1-=-2
M= 3 3 2
3 1 4

Samoin kuin edellisissd esimerkeissi ndhdéin, ettd timén matriisin ominaisarvoyhtilé on 8 — 124 +
6A% — A3, jonka ainoa ratkaisu on A = 2.

Ainoaan ominaisarvoon A = 2 liittyviit ominaisvektorit saadaan yhtilon (M — 27)x = 0 ratkaisui-
na, ja tdmi yhtélo puolestaan voidaan saattaa redusoituun porrasmuotoon

x+%y+%z:0
0=0. 4.2)
0=0

Niin ollen matriisin M kaikki ominaisvektorit ovat muotoa

1 2 1 2
(x,3,2) = ( 3 3z,y,z)—y( 3‘,1,0)4—z( 3,0,1). (4.3)
Valitsemalla esimerkiksi (y,z) = (3,0) saadaan vektori (—1,3,0) kun taas valinta (y,z) = (0,3) tuot-
taa vektorin (—2,0,3). Ndmi ovat selvisti lineaarisesti riippumattomat (miksi?), mutta normaali-
muodon vilittdvain matriisiin tarvittaisiin vield kolmas lineaarisesti riippumaton vektori, mutta til-
laista ei ole saatavilla (astetta yksi olevien) ominaisvektoreiden joukosta ja titen tulee turvautua
yleistettyihin ominaisvektoreihin.

Toisen kertaluvun yleistettyd ominaisvektoria x voidaan periaatteessa etsid yhtélon (M — 2I)x =
(—1,3,0)7 tai yhtilon (M —2I)x = (—2,0,3)7 ratkaisuista, mutta ikévi kylld osoittautuu ettéd kum-
mallakaan yhtilolld ei ole ratkaisua. Talloin voidaan tietenkin haluttua yleistettyd ominaisvektoria
etsid yhtdlon

(M —2D)x=a(-1,3,0)" +b(-2,0,3)T (4.4)

ratkaisuista ja samalla sisdllyttdd a ja b muuttujien joukkoon. Eksplisiittisesti kirjoitettuna ylldoleva
yhtél6 saa muodon
—3x —y —2z=—a —2b
3x +y +2z = 3a ,
3x +y +2z = 3b

josta Gaussin-Jordanin menetelmalld saadaan yleinen ratkaisu (tarkista!)
1 2
(xayazaaab) = y(_§7 1707()’()) +Z(_§a0a 17070) +b(1a0a07 17 1)

Nyt voidaan valita esimerkiksi (y,z,b) = (0,0, 1), jolloin yleistetyksi toisen kertaluvun ominaisvek-
toriksi saadaan (1,0,0). T4lloin kuitenkin tulee huomata, ettid (M — 21)(1,0,0)" = (=3,3,3)7, joten
ensimmdisen kertaluvun omaisvektoriksi piti# valita (—3,3,3)7. Koska esimerkiksi (—1,3,0)” on
tamén kanssa lineaarisesti riippumaton (miksi?) voidaan Matrisiin P sarakkeiksi valita (—173,O)T,
(-3,3,3)7 ja (1,0,0)7, jolloin
200
J=P'MP=|021
002

Huomautus 26. Muodollisesti ottaen matriisissa J on kaksi Jordan-lohkoa, vasemman ylidkulman

L 21
1 x 1-lohko 2 ja oikean alakulman 2 x 2-lohko (0 >
jen) ominaisvektoreiden jirjestystd matriisin P sarakkeina vaihdetaan, voidaan matriisin J muotoa
muuttaa yldkolmiomatriisista alakolmiomatriisiksi. Tédssé esityksessd priorisoidaan jirjestysti, jossa
P:n sarakkeet jdrjestetdin vasemmalta oikealle kasvavan kertaluvun mukaan.

. Voidaan my®os havaita, ettd jos (yleistetty-

Y114 kuvattu menetelmi Jordanin normaalimuodon J ja vilittdvin matriisin P 16ytdmiseksi voi
kuitenkin kdyda liian monimutkaiseksi mikéli Jordan-lohkojen koko on suurempi. Téll6in voidaan
kayttdd vaihtoehtoista menetelmédi, jossa yleistetyt ominaisvektorit etsitddan korkeammasta kertalu-
vusta alkaen ja menetelméd sovelletaan jokaiseen lohkoon erikseen.

Seuraavaa esimerkkid varten otetaan kdyttoon médritelma ja merkint6ji.
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Maidéritelmé 41. Ominaisarvon A algebrallinen kertaluku tarkoittaa A:n kertalukua itseisarvopoly-
nomin p(x) = det(A — xI) nollakohtana. Toisin sanoen, A:n algebrallinen kertaluku ilmaisee kuinka
moninkertainen juuri A on polynomille p(x).

Maidéritelmé 42. Olkoon A 7 X n-matriisin ominaisarvo. Ominaisarvoon A liittyvien, kertalukua k
olevien ominaisvektoreiden joukosta kéytetddan merkintid

EX = {x| (A— Al)*x = 0}.

Huomautus 27. Médritelmin perusteella on selvdd, ettd jokainen E ﬁ on avaruuden C" aliavaruus. Li-
séksi on helppo havaita, etti E;’{ CE ﬁ“ (miksi?), joten ominaisarvoon A liittyvi aliavaruus laajenee
(tai pysyy ennallaan), kun kertalukua kasvatetaan. Tdmén havainnon perusteella onkin uskottavaa,
ettd (yleistettyjen) ominaisvektoreiden etsiminen saattaa kannattaa aloittaa korkeimmasta kertalu-
vusta alkaen.

Merkitian ominaisarvon A algebrallista kertalukua m:114. Tdhén ominaisarvoon liittyvien riip-
pumattomien (yleistettyjen) ominaisvektoreiden etsiminen voidaan suorittaa seuraavasti:

* Selvitd arvoilla i € {1,2,3,...} luvut d; = dim(E} ) (mahdollisesti Gaussin-Jordanin me-
netelméda kayttdmalld) kunnes 16ytyy avaruus E’/{ jonka dimensio d; on ominaisarvon A
algebrallinen kertaluku m.

* Arvosta i = k arvoon i = 1 tee seuraavasti:

* Valitse avaruuden £ jl kannasta dim(E 51) = dim(Ei_l) vektoria, jotka eivit kuulu avaruuteen
EF L

 Jatka seuraavaksi pienempéén i:n arvoon ja valitse aina mukaan vektori (M — AI)x, jos x
oli valitty aiemmassa vaiheessa.

Seuraavissa esimerkeissd valaistaan ylldkuvattua menetelmaa.

Esimerkki 88. Kdydién 1dpi esimerkin 87 normaalimuodon etsiminen uudelleen ldhtien korkeam-
man kertaluvun ominaisvektoreista. Ominaisarvoyhtilon perusteella ominaisarvon A = 2 algebral-
linen kertaluku on 3. Yhtdlon (4.3) perusteella taas avaruuden Ez1 dimensio on kaksi, joten timén
jélkeen tulee selvitidd avaruuden E22 rakenne. Koska (M —2I)? = 0, on selvistikin E22 = C3 ja ensiksi
tulee siis valita 2 — 1 = 1 sellaista kantavektoria, jotka kuuluvat joukkoon E% \E21

Yhtilon (4.3) perusteella esimerkiksi (1,0,0) kelpaa. Menetelmén mukaisesti seuraavaksi tulee
valita (M — 21)(1,0,0) = (=3,3,3) € E}, ja koska dim(E}) = 2, pitéid valita vield jokin toinen,
riippumaton vektori. Téllaiseksi kelpaa esimerkiksi (—1,3,0)7 tai yhtd hyvin (—2,0,3)7.

Esimerkki 89. Olkoon

-4 10 —17
A= -1 3 —4
1-2 4

Matriisin A ominaisarvoyhtilo on 1 =31 +312—A3 =0+ (1-1)> =0« A4 = 1. Koska ominaisar-
von 1 algebrallinen kertaluku on 3, tulisi tdhén liittdd kolme lineaarisesti riippumatonta (yleistettyd)
ominaisvektoria.

Selvitetddn aluksi avaruuden E 11 dimensio. Kyseisen avaruuden muodostavat vektoriyhtidlon

A-Dx=0

ratkaisut, jotka voidaan eksplisiittisesti selvittdd muodosta

-5 10-17\ [x 0
~1 2 4| |y]=1{0],
1-2 3/ \z 0

joka puolestaan voidaan Gaussin-Jordanin menetelmii kdyttien kirjoittaa ekvivalenttiin asuun

1-20\ [x
0 01|[y]=
0 00/ \z

S OO
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Taman ratkaisut ovat muotoa
(x,y,z) = (2)’»)’70) :y(zvlvo)v (45)

missd y voidaan valita vapaasti. Néin ollen E ]1 on yksiulotteinen avaruus, jonka generoi vektori
(2,1,0).
Avaruuden E 12 ja sen dimension médrittimiseksi pitdd selvittdd yhtidlon

(A—1)’x=0

ratkaisujoukko. Eksiplisiittisesti ilmaistuna yldoleva yhtdlé on muotoa

24 -6\ [x 0
—12-3|[y]={0],
00 0/ \z 0

mikéd Gaussin-Jordanin menetelmiilld saadaan muotoon

1-23 X 0
0 00 y|l=10
0 00 Z 0

Tamin ratkaisut puolestaan ovat muotoa
(x,7,2) = (2y=32,5,2) = (29,%,0) +(=32,0,2) = (2,1,0) +2(=3,0, 1), (4.6)

missd y ja z voidaan valita vapaasti. Nédin ollen E12 on kaksiulotteinen avaruus, joka generoivina
vektoreina toimivat esim. (2, 1,0) ja (—3,0,1).

Koska ominaisarvon A = 1 algebrallinen kertaluku on 3 ja toistaiseksi 1dydetyn (yleistetyn) omi-
naisavaruuden E12 dimensio vasta 2, tulee vieli tarkastella (yleistettyi) ominaisavaruutta E3, jonka
muodostavat kaikki yhtilon

(A-I1Px=0

toteuttavat vektorit x. Suora lasku osoittaa, ettd (A — )3 = 0, mikd merkitsee siti, ettd avaruus E f on
yhtd kuin C3. Koska niin 16ydetyn avaruuden Ef’ dimensio 3 yhtyy ominaisarvon A = 1 algebral-
liseen kertalukuun, voidaan aloittaa (yleistettyjen) ominaisvektoreiden etsiminen siten, ettd ensim-
maiset valitaan joukosta £ ]3 \E 12

Koska aiemmin jo todettiin, ettd dim(E}) = 3 ja dim(E?) = 2, tulee ensiksi valita 3 —2 =1
vektori(a), jotka eivét kuulu avaruuteen £ 12 Yhtilon (4.6) perusteella tillaiseksi voidaan valita mikd
hyvinsi vektori, joka ei ole muotoa (2y — 3z,y,z), vaikkapa (1,0,0).

Menetelmin mukaan tulee valita myos vektori (A —1)(1,0,0)” = (—=5,—1,1)7 € E?. Koska tim#
ei kuulu avaruuteen E/ ja avaruudesta E? piti 1oytid dim(E?) —dim(E}) =2 — 1 = 1 vektoria, voi-
daan suoraan siirtyd seuraavaan vaiheeseen, jossa avaruudesta £ 11 pitdd valita 1 vektori. Koska joka
tapauksessa pitii valita (A —I)(—5,—1,1)T = (=2, —1,0)7, hoituu timikin vaihe silld valinnalla.

Kun jérjestetddn ominaisvektorit nousevan kertaluvun mukaiseen jirjestykseen, saadaan Jordan-
muodon vilittdviksi matriisiksi

1-5-2
P=10-1-1
01 0
ja voidaan havaita, ettid
110
PlAP=(011
001

4.4 Reaalifunktioiden laajennuksia matriiseille

Tissd luvussa tarkastellaan reaalifunktioiden laajentamista neliomatriiseille. Koska kerto- ja yhteen-
lasku on madritelty neliomatriiseille, voidaan ainakin kaikki polynomifunktiot laajentaa suoravii-
vaisesti koskemaan mitd hyvinsé neliomatriisia: Jos p(x) = ¢, x" + o1 XL+ eix + ¢ ja A on
neliomatriisi, maaritelldan
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p(A) = c,A" +en AT L+ elA+ ool

Muiden kuin polynomifunktioiden laajentaminen neliomatriiseile kannattaakin aloittaa polynomi-
funktioiden suoraviivaisesta yleistyksestd, potenssisarjoista (kdsitellddn jonkin verran kurssilla Insi-
noorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilaskenta). Mikili sarja

flx)= Z cpxk 4.7
k=0

suppenee jollakin reaalisuoran osalla, voidaan ainakin yrittdd méairitelld funktio f neliomatriiseille
seuraavasti:

) =Y aat. (4.8)
k=0

Talloin kuitenkin joudutaan pohtimaan miten sarja (4.8) matriiseille maéritelldéin. Vaikka tdma voi-
daan tehdd analogisesti reaalisten potenssisarjojen kanssa, joudutaan silti miettimién mitd kisite
raja-arvo matriiseille merkitsee. Téll4 kurssilla ei nédihin pohdintoihin kuitenkaan pureuduta, vaan
asia késitellddn lahinnd esimerkkien kautta.

Esimerkki 90. Diagonaalimatriisille

AL0...0

0Ad...0
A= .

00..2

potenssit ja niinikddn summan (4.8) alkuosa on tdysin suoraviivainen.

M
chlf 0 0
Ak 0.0 = u
M M 0A...0 0 YaA ... ©
Yardk =Y ol . 7. . |= k=0
k=0 k=0 I e
0 0 .. AK S
0 0 ... Y arl
k=0

Jos kaikki diagonaalialkiot A1, ..., A, kuuluvat sarjan (4.7) suppenemisalueeseen, on edellimainitun
perusteella tdysin luontevaa méadritelld

FA) 0 .. 0
0 f(a)... 0
f(A): . . . .
0 0 ... f(h)

Edellisissd luvuissa on jo pohjustettu mahdollisuuksia siind tapauksessa, ettd matriisi A ei ole dia-
gonaalinen. Jos matriisi A kuitenkin on diagonalisoituva, on olemassa madritelmin 38 mukainen
matriisi P ja diagonaalimatriisi D, joille pitee A = PDP~!. Tilloin selvistikin A¥ = PD*P~!, joten
funktio f on luontevaa madritelld diagonaaliesityksen avulla seuraavasti:

f(A) = i Ak = i cPDFP~! = P( i aDF)P~t =Pf(D)P".
k=0 k=0

k=0
. (—1330
sin{ g 59 )

) on diagonalisoituva ja voidaan esittdd muodossa

Esimerkki 91. Miéritetdin

—1330

Esimerkin mukaisesti A = < _9 20
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A (25) (20N (25)"
T\13 05 13 '
Koska sinifunktion mééritteleva sarja suppenee koko reaaliakselilla, voidaan maérittaa
i _ (23 (sin2 0 (25 ~! /6sin2—5sin5 —10sin2+ 10sin5
S \13 0 sin5 13 ~ \ 3sin2—3sin5 —5sin2+6sin5 /) °
Esimerkki 92. Kvanttifysiikassa esiintyy ns. Paulin spin-matriisi

o — 01
TT\N10)°
Miiritetddn e

Eksponenttifunktion arvon laskemista varten etsitddn ensin mahdollinen diagonaalimuoto ja titd
varten puolestaan ensin ominaisarvot ja -vektorit. Tavanomaisia menetelmié kiyttien ominaisarvoik-
si saadaan +1 ja -vektoreiksi (1,1)7 seki (1,—1)7. Kun merkitizin

11
(1)

_ 1 0\,
oy =P (0 . ) P,
jonka avulla voidaan méarittad

oo _p il 1 1 (e tel o7 —¢\ [ cost —isint
= 0 e it(=1) T2 \et—et e Lo | T \ —isint cost |-

Viimeisin yhtisuuruus perustuu Eulerin kaavaan.

—itoy

saadaan yhtilo

Mahdollisuus laajentaa potenssisarjan midrittelemi reaalifunktio sellaisille matriiseille, jotka ei-
vit ole diagonalisoituvia, perustuu viime kiddessd Jordanin normaalimuotoon: Jordanin normaali-
muodolle voidaan nimittdin hyvin suoraviivasesti laskea potenssit Esimerkin 85 mukaisesti ja siten
laajentaa potenssisarjan midrittely Jordan-muotoisille matriiseille.

=

Esimerkki 93. Tarkastellaan miten sarjan (4.7) méérittelema funktio f(x) = Z cxx* voidaan laajen-

k=0
taa Esimerkissé 85 esiintyville 3 x 3 -Jordan Jordan-lohkolle
A10
J={0A1]. 4.9)
004

Esimerkin 85 mukaisesti
lk k),k71 (é))tk72
J=|( 0 ak Akt
0 0 Ak

ja siksi sarjaesityksen suoraviivainen laajentaminen antaa maéritelmén

i Cklk i Ckklk71 i Ck (k> Ak
k=0 k=0 k=0 2

f(]) — i ckjk = 0 Z Cklk Z Ckk),]ﬁl
=0 k=0 =
0 0 Y Ak
k=0

Ylliolevassa matriisissa diagonaalialkiot selvistikin esittdvit funktion arvoa f(A), joten selvitetti-
viksi jda vield ylimmén rivin toinen ja kolmas alkio. Niihin voidaan pureuta differentiaalilaskennan
keinoin, joskin tarkempi tarkastelu sivuutetaan. Jos siis
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flx)= Z Xk,
k=0
on .
flx)= Z ko1

k=0

ja
) =Y cik(k—1)x2.
k=0

Niin ollen sarjan (4.7) midrittelemén reaalifunktion laajennus Jordan-lohkolle (4.9) pitdisi tehda

seuraavasti:
FA) f1(A) 37(A)
f=1 o fa) () |. (4.10)
0 0 f(A)

Yleistys Esimerkin 85 mukaiselle 4 x 4 Jordan-lohkolle on suoraviivainen; potenssisarjan miéritte-
lema funktio tulee 4 x 4-jordan lohkolle

maédritelld seuraavasti:

f(a) f((i»)) éf’(’%) é]f(()/}))

_ 0 f f/ 7f//
D=1 0 "0 5 F@)
0 0 0 fA)

Aivan samoin kuin jo aiemmin todettiin diagonalisoituvien matriisien kohdalla, voidaan nyt toistaa
minkd hyvénséd matriisin A kohdalla: Kaikilla matriiseilla A on olemassa Jordanin normaalimuoto J
seki timin vilittivi kidntyvi matriisi P, joille siis on voimassa yhteys A = PJP~! ja tistid seuraa
helposti, ettd A% = pjkp~1, Samoin kuin diagonalisoituville matriiseille, tidstd edelleen seuraa, ettd
F(A) = PF)P.

Téten voidaan kaikki potenssisarjojen avulla médriteltdvit reaalifunktiot, kuten sinx, cosx ja e*
aina laajentaa neliomatriiseille Jordan-lohkomuodon kautta. Titd laajennusta voidaan kéyttad hyo-
dyksi erityisesti lineaaristen differentiaaliyhtdaloryhmien ratkaisujen etsimisessa.

Jz(ﬁi).

Edellisen perusteella funktio f(x) = ' arvolla J méiritetddn seuraavasti: Lasketaan f’(x) = re'* ja
kdytetddn 4.10 mukaista kaavaa, josta saadaan

ol et tett _ a1
0 e* 01

Esimerkki 95. Médritetdsn e 3 x 3-Jordan-lohkolle

Esimerkki 94. Olkoon

A10
J=1021
00A

Koska funktiolle f(x) = ¢'* saadaan f’(x) = te'* ja f"(x) = t?>¢¥, saadaan

2 2
e tet %el’ 1¢ ’7
=0 e M | =017

0 0 e* 001






Luku §
Vektoriavaruuksien geometriaa

Aiemmissa pykilissd vektoriavaruuksia R” on tarkasteltu ldhinnd algebralliselta kannalta: Vektoreil-
le on madritelty yhteenlasku ja skalaarimonikerta, jotka muodostavat monien sovellusten kannalta
kiyttokelpoisen algebrallisen rakenteen. Tuolloin ei kuitenkaan késitelty vektoriavaruuksien geomet-
riaa, jonka perustavana késitteend toimii vektoreiden efdisyys. Vektoreiden etdisyys voidaan kuiten-
kin médritellad useilla eri tavoilla riippuen kéyttotarkoituksesta. Téasséd luvussa kisitelldén padasiassa
pistetulon kautta méadriteltdvaa Euklidista etdisyytta.

5.1 Etiisyys, normi, sisitulo

Mairitelmé 43. Olkoon V vektoriavaruus. Etdisyys on funktio V x V — R, joka toteuttaa seu-
raavat ehdot:

* d(x,y) > 0jad(x,y) =0 tarkalleen silloin kun x =y (epinegativisuus ja epidegeneratiivi-
suus).

» d(x,y) =d(y,x) (symmetria).

o d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (kolmioepiyhtils).

Etdisyyden médritteleminen on vektoavaruuden geometrian perusta. Etdisyys ei kuitenkaan miiri-
ty yksikésitteisesti, vaan ylldolevan méadritelmin toteuttavia etdisyysfunktioita voidaan mééritella
yleensd ddrettomédn monta. Tdmén kurssin kannalta tirkeimmait etdisyyskdisitteet médrittyvit nor-
min kautta. Normikaan ei méirity yksikisitteisesti, mutta normilla on etédisyyttd vahvempi kytkos
vektoriavaruuden algebralliseen rakenteeseen.

Mairitelmi 44. Olkoon V vektoriavaruus. Vektoriavaruuden normi on kuvaus V — R, x —
||x]|], joka toteuttaa seuraavat ehdot:

* ||x|| > 0ja ||x|| = 0 tarkalleen silloin kun x = 0 (positiivisuus ja epidegeneratiivisuus)
* ||ax|| = |a|||x|| (skalaarin siirto)
* [Ix+yll < Il +[ly[| (kolmioepdyhtils)

Huomautus 28. Jos ||x|| on mikd hyvinsd ylldolevan méiritelmin ehdot toteuttava normi, saadaan
sen avulla médriteltyé etdisyysfunktio d(x,y) = ||x — y||. T4lloin sanotaan, ettd normi indusoi etdi-
syyden.

Esimerkki 96. Jos V =R" tai V = C", voidaan vektorille X = (x1,...,x,) midritelld

(Il = a4 -

59
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On helppo todeta, ettd ndin méiriteltdessd saadaan todella ylldolevan médritelmin ehdot tayttiava
normi. Yleisesti ottaen vektorin normilla on tarkoitus kuvata vektorin suuruutta, mutta kuten mai-
nittiin, normin méiéritelma ei ole yksikésitteinen. Tdmén kurssin kannalta tirkeimmét normit ovat
Eukleidisia, mikd puolestaan tarkoittaa sitd, ettd ne madrittyvit sisdrulon kautta.

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V X V — R, on sisdtulo, jos se toteuttaa seuraavat
ehdot:

* (x,x) >0 ja (x,x) = 0 tarkalleen silloin kun x = 0 (epénegativisuus ja epidegeneratiivi-
suus).

* (x,y) = (y,x) (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).

* (ax+0by,z) = a(x,z) + b(y,z) (lineaarisuus).

Sisdtulosta kiytetdin myos merkint6jd (x,y) ja (x | y). Sisdtulo liittyy vektoriavaruuden algebral-
liseen rakenteeseen vield vahvemmin kuin normi. Osoittautuu, ettd sisdtulon avulla pystytddn puhu-
maan vektoreiden etédisyyden lisiksi niiden vilisistd kulmista. Sisdtulokaan ei ole yksikdsitteisesti
madritty, mutta seuraava midritelma on erittiin yleinen.

Miiritelmé 45. Vektoreiden x = (xq,...,%,) ja y = (V1,...,yn) € R" pistetulo méiritelldén
X y=X1y1+ ... +XYn.

On hyvin helppo todeta, ettd edellisen midritelman mukainen pistetulo toteuttaa sisdtulon méa-
ritelmén ehdot, joten kyseessd on sisdtulon erikoistapaus. Huomaa, etti pistetulo voidaan kirjoittaa
my®os matriisitulona Xy, jos X ja y ymmiirretiin rivivektoreiksi tai tulona Xy, jos ne ymmiirretizin
sarakevektoreiksi.

Esimerkki 97. Vilili [a,b] jatkuvien reaalifunktioiden joukossa C°[a,b] voidaan méiritelld sisitulo
ehdolla

(f7g):/abfg-

Kompleksisille vektoriavaruuksille sisdtulo on kuitenkin méériteltdava toisin.

Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — C, on Hermiten sisdtulo, jos se
toteuttaa seuraavt ehdot:

* (x,x) >0 ja (x,x) = 0 tarkalleen silloin kun x = 0 (epénegativisuus ja epédegeneratiivi-
suus).

* (x,¥) = (y,x) (vinosymmetria).

* (ax+by,z) = a(x,z)+b(y,z) (lineaarisuus 1. argumentin suhteen).

Mairitelmé 46. Vektoreiden x = (x1,...,x,)jay = (y1,...,yn) € C" Hermiten pistetulo mai-
ritelldén X -y = x1y1 + ... + X, .

Esimerkki 98. Olkoon L?*[a,b] N C[a,b] vililld [a,b] miiriteltyjen jatkuvien (kompleksiarvoisten)
b
funktioiden joukko, joille / |f|* on olemassa. Tillsin

a

(f,g)=/abf§

on Hermiten sisétulo.
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Lause 30. Sisctulo toteuttaa Cauchyn-Schwarzin epayhtdlon

(x,¥)]* < (x,%)(y.y)

Lause 31. Jos (X,y) on siscitulo, saadaan mdidirittelemdillci
[Ix[[ = v/ (x,%)

aiemman mddritelmdn ehdot tayttavd normi. Tdlloin sanotaan, ettd sisdtulo indusoi normin.

Huomautus 29. Jos normi médritellddn kiyttamalld pistetuloa, saadaan

x| = vX-x = \/|x1 P+ .+ |xal

miké tapauksissa n € {1,2,3} vastaa klassista Eukleidista normia. Ellei toisin mainita, tarkoitetaan
tdmin jédlkeen tdssd luvussa normilla juuri titd nimenomaista normia.

Normilla on siis samankaltainen merkitys vektoreille kuin itseisarvolla reaaliluvuille: normi ||x||
merkitsee vektorin x etiisyyttd nollavektorista 0 kun taas itseisarvo |x| merkitsee reaaliluvun x eti-
syyttd nollasta. Merkintitapojen ||x|| ja |x| ero onkin vain sopimuskysymys: Ensimmdisté on sovittu
kaytettdvin vektoreista, jalkimmadistd vain reaali- tai kompleksiluvuista.

Mairitelmé 47. Vektoreiden x ja y € R” vilinen kulma tarkoittaa kulmaa 6 € [0,7], joka
muodostuu origosta (pisteestd 0) pisteeseen X ja origosta pisteeseen y kulkevien janojen vilille.
Huomaa, ettd kolme pistettd x, y ja 0 kuuluvat aina samalle tasolle, joten vektoreiden vilinen
kulma on aina tason ominaisuus.

Lause 32. Jos 0 on vektoreiden X ja 'y vdlinen kulma, niin

x-y = [[x[[ - [lyl[cos 6.

Todistus. Tason kolmioita koskevasta kosinilauseesta saadaan
2 2 2
X"+ [y [1” =2 |[x][[|yl[cos & = |[x —y]|".

Yhtélon oikea puoli voidaan edelleen kirjoittaa muotoon

2
x—y|["=(x—y) - (X—y)=x-X—X-y—y-X+y-y
=x-x-2x-y+y-y=|x|[>+]y] - 2x-y

Niistid saadaan yhtdlo
2 2 2 2
[IxI" +[IyII” = 21[x[[ [lyl|cos & = [|x]" + ||y — 2x-y,

misti viite seuraa suoraan.
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Huomautus 30. Edellisen lauseen perusteella kahden vektorin x, y (kampikaan ei nollavektori)
vilinen kulma 6 saadaan esityksesti

cosO =

Cauchyn-Schwarzin epédyhtilon mukaan joka tapauksessa on |x-y| < |[x||||y|], joten cos@ €
[—1, 1] niin kuin pitégkin.

Esimerkki 99. Olkoon x = (1,0,2,—1) ja y = (0,1,1,—1) € R*. Tallsin ||x||* = 12+ 0% +22 +
(-1)>=6ja Hy||2 =0+ 12+124+(=1)?=3,sekix-y=1-04+0-1+2-1+(=1)-(=1) = 3.
Talloin siis vektoreiden X ja y vilisen kulman 6 kosini on

3
cosf = —— =

1
V63 V2

: _ T
josta 6 = 7.

Mairitelmé 48. Vektorit x ja y ovat orfogonaalit eli kohtisuorat jos (x,y) = 0.

Edellisen méiritelmidn mukaan nollavektori on kohtisuorassa kaikkia muita vektoreita kohtaan:
(0,x) = 0 aina. Jos taas kumpikaan vektoreista x, y ei ole nollavektori, voi x -y = ||x||||y|| cos 6

tulla nollaksi vain, jos vektoreiden vilinen kulma 6 toteuttaa cos @ = 0, miki rajoituksella 6 €

[0, 7] tapahtuu vain jos 6 = 7 = 90°. Geometrisesti vektoreiden X ja y (kumpikaan ei nollavektori)

ortogonaalisuus tarkoittaa siis sitd, ettd ndiden vilinen kulma on suora.

Mairitelma 49. Vektorijoukko {Xi,...,X,} on ortogonaali, jos (X;,X;) = 0 aina kun i # ;.
Ortogonaali joukko {xi,...,X,} on ortonormaali, jos liséksi (x;,x;) = 1.

Huomautus 31. Jokaisesta ortogonaalista joukosta joka ei sisillid nollavektoria voidaan helposti saa-
. . . e -1
da ortonormaali kertomalla kukin x; norminsa kéinteisluvulla /(X;, X;)

Esimerkki 100. R™:n luonnollinen kanta {ey,...,e,} on ortonormaali.

Lause 33. Olkoon V vektoriavaruus ja A = {Xi,...,X, } joukko, joka ei sisdlli nollavektoria
Jja on ortogonaali jonkin sisdtulon (X,y) suhteen. Tdlloin A on lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Oletetaan, ettd
ciX{+...+ex, =0

Laskemalla sisdtulot puolittain saadaan
c1(X1,X) 4.+ ei(x, X)) + .. 4 en(Xn, Xi) = (0,%;).
Ortogonaalisuuden perusteella ylldoleva sievenee muotoon
ci(xi,x;) = 0,

jostac; =0.
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Esimerkki 101. Olkoon L?[ot, o + T] N C%[ex, & + T kuten aiemmin ja

a+T

(f,8) = ; fg

Hermiten sisétulo. Funktiot e,(x) = e 7 x ovat lineaarisesti riippumattomat, silli ne muodostavat
ortogonaalinen joukon.

Mairitelmé 50. Olkoot x ja y # 0 avaruuden R” vektoreita. Tdlloin vektorin x projektio vek-
torilla y tarkoittaa sitd origon ja pisteen y kautta kulkevan suoran L(y) pistettd x/, jolle x — x’
on kohtisuorassa vektoria y vastaan.

Selvitetdin seuraavaksi, miten vektorin x projektio X’ vektorille y lasketaan. Tité varten voidaan
aluksi todeta, ettd koska x’ on suoran L(y) piste, on méiritelmédn mukaan X’ = cy jollekin luvulle c.
Koska lisiiksi vaaditaan, etti x — X’ on kohtisuorassa y:ti vastaan, on

0=(x—x)y=xy—cy-y=x-y—c|lyl’.

Y14 olevasta yhtilostd voidaan ratkaista ¢ = Hi’%’ joten siis vektorin x projektio x" vektorilla y
voidaan kirjoittaa muotoon
X = X-y
= 72)7.
Iyl
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Mairitelmé 51. Lineaarikuvaus f : V — V siilyttdd etdisyyden, jos d(f(x), f(y)) = d(x,y) VX,y €
V. Lineaarikuvaus f : V — V siilyttdd normin, jos || f(x)|| = ||x||. Lineaarikuvaus f : V — V siilyttad
sisétulon, jos (f(x), f(y)) = (x,¥)-

Oletetaan tissi luvussa, ettd d(x,y) = ||x —y|| ja ettd ||x|| = 1/(x,x). Ellei toisin mainita, oletetaan
lisdksi, ettd sisdtuloksi on valittu pistetulo tai Hermiten pistetulo.

Lause 34. Jos lineaarikuvaus f sdilyttdd sisdtulon, niin se sdilyttdd myds normin ja etdisyyden.

Todistus. Oletetaan, ettd f siilyttdd sisdtulon. Talloin || £(x)|| = /(f(x), f(x)) = /(x,X) ja

d(f(x),£(y)) = [lFx) = fWI = [lF x=y)l| = [[x = ¥|| = d(x,y).

Miritelmii 52. n x n-matriisi A on ortogonaali, jos AT = A~!, siis ATA = AAT =1I.

Lause 35. Jos lineaarikuvauksen f matriisi Ay on ortogonaali, niin f sdilyttid pistetulon ja etdiisyy-
den.

Todistus. Edellimainitun perusteella riittdad osoittaa, f sdilyttdd pistetulon. Jos X ymmaérretddn pys-
tyvektoriksi, niin y = f(x) = Asx ja ndin ollen

(f(x),f(y) = (Apx)" Ay =x"ATA;y =x"y = (x,y).

Mairitelmé 53. n x n-matriisin A adjugaatti A* médritellddn A* = A . Sanotaan, ettd matriisi A on
unitaarinen, jos A* = Al siisA*A =AA* =1.

Huomautus 32. Matriisi

1 1 1 1
1 P pZ prl
F 2 p4 p(Nfl)Z

-
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on unitaarinen, silld

kuten esimerkissi 54 todettiin.

Lause 36. Jos lineaarikuvauksen f : C" — C" matriisi Ay on unitaarinen, niin f sdilyttid Hermiten
pistetulon.

Todistus. Todetaan ensin, ettd jos X ja y kisitetddn pystyvektoreiksi, niin Hermiten pistetulo voidaan
kirjoittaa muodossa (x,y) = x’y. Titen

(f(x).£(9) = (Arx.Agy) = (Ayx)" Ayy =x"AfA;y = xAA;y =xy = (x.y).

Huomautus 33. Olkoot £ = (fo, f1,...,fv-1) jag=(go,&1,...,ev_1)" € C" datavektoreita ja F =
Ff sekid G = Fg niiden Fourier-muunnokset. Ylldmainitun perusteella (F,G) = (f,g), miké voidaan
kirjoittaa auki muotoon

F0G70+F1G71+ coi+Fy_1Gy—1 = fogo+ f181+ .-+ fN—18N—1-
Téama on Parsevalin kaava diskreeteille Fourier-muunnoksille.

Huomautus 34. Etidisyyden siilyttavit lineaarikuvaukset ovat avaruuden peilauksia tai kiertoja. Dis-
kreetti Fourier-muunnos voidaan ymmaértad N-ulotteisen kompleksisen avaruuden kiertona tai vaih-
toehtoisesti mutta matemaattisesti yhtéapitdvésti kannan vaihtona.

5.3 Korrelaatiokerroin

Kun luonnontieteellistd teoriaa muodostetaan havaintoihin perustuen, on yleensd jostakin ilmiostd
kerdtty havaintoaineistoa mittaamalla ilmidon liittyvid eri suureita. Mittaustulosten avulla voidaan
pyrkié pédttelemiin, riippuvatko eri suureet toisistaan jollakin tavalla. Riippuvuussuhteen esiintuo-
minen on yleensd helppoa, mutta sen selvittiminen, johtuuko jokin asia toisesta, on useimmiten
varsin hankalaa. Yleensd riippuvuussuhde nadyttaytyy siten, ettd toisen suureen ollessa suuri on kes-
kimé&érin myos toinen suuri (tai kddnteisen korrelaation tapauksessa pieni), mutta sen selvittiminen,
onko molempien suureiden arvoille jokin ulkopuolinen selitys, ei ole mahdollista vain mitattuja suu-
reita vertaamalla.

Esimerkki 102. Jos pyritddn selvittimédidn, milld tavoin jossakin populaatiossa ihmisen pituus (kes-
kimé&drin) riippuu painosta, voidaan toimia seuraavasti: valitaan populaatiosta joukko koehenkiloitd,
joiden painot xj, ..., x, ja pituudet y, ..., y, mitataan. Tdmén jilkeen voidaan pisteet (x1,y1), ...,
(xn,yn) piirtdd tasolle, ja katsoa onko kuviosta mahdollisesti 16ydettidvissi jonkinlaista johdonmu-
kaisuutta. Mitd paremmin pisteet (x;,y;) ndyttivit keskittyvin jonkin nousevan suoran ympirille,
sitd paremmin voidaan katsoa pituuden riippuvan painosta (lineaarisesti).

Suureiden y; lineaaarista riippuvuutta x;:std voidaan arvioida sen mukaan, kuinka “vahvasti” vek-
tority = (y1,...,yn) jax = (x1,...,x,) ovat lineaarisesti riippuvat, ja tihin puolestaan arvioksi voi-
daan valita vektoreiden x ja y vilinen kulma.

Jos nimittdin y = cX, ovat vektorit X ja y lineaarisesti riippuvat ja tilldin

cos 6 = - el T 1 -1, jose<0.

X-y X cX 7iX'X C { 17jOSC>O
IxI[Iyl] (Xl ex]] el x> le]

Ensimmdisessd tapauksessa sanotaan, ettid koordinaattien y; ja x; vélilla vallitsee positiivinen korre-
laatio ja jalkimmadisessd tapauksessa negatiivinen korrelaatio. Tapauksessa, jossa 'y = cx ei pide, on
aina |cos 8] < 1 ja mahdollisimman “'riippumattomia” x ja y ovat toisistaan kun cos 6 = 0.
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Téminkaltainen tarkastelu ei kata tapausta y = c¢x + b, missd b = (b, b,...,b) on vakiovektori.
Kuitenkin myos télloin riippuvuus vektoreiden viélilla on tdydellistd, ja tdlloin voidaan menetelld
seuraavasti: Sen sijaan, ettd laskettaisiin vektoreiden x ja y vélisen kulman kosini, laskentaankin
timé kosini vektoreille X’ ja y’, missi x’ saadaan vektorista x vihentimilld jokaisesta koordinaatista
x; koordinaattien keskiarvo pix:

X/: (.X'] _.uXa"'a-xn_.uX)

ja samoin vektorille y:
y/ = (yl _MYﬂ"'7yl’l_uy)a

missi Ux = %Z:":] X; ja lly = %Zl’.':, y;. Tdmén korjauksen jilkeen seki vektorin x’ ja y’ koordinaat-
tien summa on nolla ja suorilla laskuilla voidaa todeta etti

Uy = cux +b
ja
y§ =yi—ciux —b=cxi+b—cux —b=c(x; — ux) :foa
jolloin siis y’ = cx'.

Miiritelmé 54. Vektoreiden x = (x1,...,x,) jay = (y1,...,yn) Vilinen Pearsonin korrelaatioker-
roin (tunnetaan myos nimelld tulomomenttikerroin) on vektoreiden x’ ja y’ vilisen kulman Kkosini,
missd X’ ja'y’ on saatu vektoreista X ja y vihentimilld jokaisesta koordinaatista koordinaattien kes-
kiarvo.

Esimerkki 103. Taulukossa on eriélle kurssille osallistuneen 36 opiskelijan demoprosentit ja heidin
tentissid saamansa pisteet.

i 1 2345678 9101112131415161718
Demo% 40 80 33 81 36 29 38 26 42 26 51 46 48 51 26 39 82 33
Pisteet 2529163021 1410 8 231011131426 5 6 2521

i 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
Demo% 80 26 43 87 35 56 87 87 71 33 51 60 36 30 33 71 43 32
Pisteet 29 9 9 301627272926 8 2022 3 4 15282115

Lasketaan demoprosentin ja tenttipisteiden vilinen korrelaatiokerroin. Tétéd varten maéritellddn x; =
opiskelijan i demoprosentti ja y; = opiskelijan i tenttipisteet. T4lloin siis X ja y ovat 36-ulotteisen
avaruuden R3¢ vektoreita, joiden koordinaatteja korrelaatiokertoimen laskemiseksi aluksi siirretiin:
vektorin X koordinaattien keskiarvo on i, = %(40 +80+33+...432)= % ja vastaavasti {I, =
36(25+29+16+...+15) = 2.

Uudet vektorit ovat siis X' = (40 — 1,80 — tt, 33 — Ly, ..., 32— 1) jay = (25— 1y, 29—, 16 —
My, ..., 15—pu,), jandiden sisitulo voidaan laskea suoraviivaisesti:

Xy’ = (40— o) (25— py) + (80 — M) (29 — py) +-.. + (32— ) (15 — )
= 4880,333....
Samoin voidaan laskea
||¥||* =x %' = 14673,55556....
ja
1| =y -y =2566,75...
ja lopuksi korrelaatiokerroin saadaan lausekkeesta
U
XY _0,795....
['[[ 11y

Korrelaatiota 0,795 pidetdéin yleensd hyvin voimakkaana. Yleensd itseisarvoltaan 0,5 ylittdvi kor-
relaatiokerroin tulkitaan voimakkaaksi, mutta on huomattava etti korrelaation kutsuminen voimak-
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kaaksi on tulkinnanvaraista: Jos aineisto on saatu mittaamalla fysikaalisia suureita tarkoilla instru-
menteilla, voi korrelaatiokertoimen edellyttdd ylittdvan 0,9 ennen kuin sitd kutsutaan vahvaksi, kun
taas yhteiskuntatieteellisessd tutkimuksessa saadussa aineistossa korrelaatiokerroin 0, 7 voidaan kat-
soa hyvin vahvaksi.

Huomautus 35. Havaintotapausten midrdn on oltava kyllin suuri, jotta korrelaatiokertoimen tulkin-
nalla olisi merkitystd. Jos esimerkiksi aineistossa on vain kaksi tapausta, joita vastaavat (siiretyt)
vektorit X' = (x, —x) jay’ = (v, —y) € R?, on niilli aina tiydellinen korrelaatio joko 1 tai —1. Yleen-
sd halutaan, ettid havaintotapausten madré on vihintdan kymmenen, mutta tdmékin on tulkinnanva-
raista. Joissakin tilanteissa voidaan kolmeakymmenté havaintotapausta pitdd suurena méirind, kun
taas esimerkiksi lddkkeen haittavaikutuksia etsittdessid kolmeakymmenté havaintotapausta pidetdan
aivan riittdmattomina joukkona.

Havaintojoukon koolle on olemassa tilastomatemaattisia vaatimuksia, jotka eivét kuitenkaan kuu-
Iu timén kurssin oppiméaridin.



Luku 6
Kolmiulotteisen avaruuden geometriaa

Tissd luvussa tutustutaan avaruuden R “kaksiulotteisiin” ja “yksiulotteisiin” osajoukkoihin, jois-
ta yksinkertaisimmat ovat tasot ja suorat. Aluksi kuitenkin perehdytdin erityiseen kolmiulotteisen
avaruuden operaatioon, ristituloon.

6.1 Ristitulo

Kuten aiemmin huomattiin, vektoreiden pistetulo (sisdtulo) voidaan médritelld miten korkeaulottei-
selle avaruudelle R” hyvinsé. Sen sijaan tdssd kappaleessa késiteltdava ristitulo on pelkéstiddn kol-
miulotteisen avaruuden R ominaisuus.

Méiiritelmii 55. Avaruuden R3 vektoreiden x = (x1,x2,%3) jay = (y1,y2,y3) ristitulo on R3:n
vektori
X X Y = (X2y3 —X3Y2,X3Y1 — X1Y3,X1y2 — X2)1)-

Ristitulolle voidaan esittdd “lauseke” kolmirivisen determinantin avulla: jos x = (x1,x2,x3) ja
y = (y1,y2,3), niin
ijk
XXY=|X] X2 X3 6.1)
y1Y2)y3
Tiassd yhteydessi “lauseke” esiintyy lainausmerkeissid, koska determinantti on mééritelty vain siinéd
tapauksessa, ettd kaikki alkiot ovat lukuja — yll4 olevassa “lausekkeessa” kuitenkin ensimméisen ri-
vin alkiot ovat R3:n luonnollisen kannan vektorit i, jjak, eiki tdllaista determinanttia ole méadritelty.
Téstd huolimatta (6.1) voi toimia muistisdantona:

X2 X3 X1 X3 x| X2
Y2 ¥3 y1y3 Y1 y2
= i(x2y3 —x3y2) —j(x1y3 —x3y1) +K(x1y2 — x251)
= (x2y3 —X3Y2,X3Y1 — X1Y3,X1y2 — X2)1).

xxy=i

Lause 37 (Skalaarikolmitulo). Olkoot x = (x1,x2,x3), Y = (y1,¥2,¥3) ja z = (z1,22,23). Tallbin

X1 X2 X3
Lx-(yxz)=|y1y2y3

212223
2.x-(yxz)=y-(zxx)=2z-(xXYy)

Todistus. Ensimmadinen kohta saadaan piste- ja ristitulojen médritelmisti suoraan laskemalla, toinen
kohta taas seuraa ensimmdisestd, silld determinantin merkki muuttuu kun kahden rivin paikkaa vaih-

67
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X1 X2 X3
detaan (mieti kuinka monta kahden rivin vaihtoa tarvitaan, kun determinantti | y; y, y3 | muutetaan
21 22 33
y1Y2y3
determinantiksi | z; z2 z3 |).
X1 X2 X3

Huomautus 36. Skalaarikolmitulo voidaan tulkita sellaisen suuntaissdrmion tilavuutena, jonka yksi
kirjistd sijaitsee origossa, ja kolme sivua ovat vektoreiden X, y ja z suuntaiset.

Lause 38. Ristitulo toteuttaa seuraavat sddnnot:

. XxXXy=—-yXxx

2. (X+y)Xz=xXXZ+yxz

3. (ax) xy =xx (ay) = a(x xy)

4 xxx=0

5.x-(xxy)=0jay-(xxy) =0 (ristitulo on kohtisuorassa alkuperdiisiin vektoreihin niihden).
6. [1x > y|[*+ (x-y)? = |Ix||*|y]I*

7. ||x xy|| = ||x||||y]| sin 0, missd O on vektoreiden X ja 'y vilinen kulma.

Todistus. Kohdat 1-3 seuraavat ristitulon madritelméstd suoraan laskemalla. Kohta 4 seuraa edelli-
sestd lauseesta, silld determinantti, jossa on kaksi samaa rivid, on nolla. Samoin kohta 5 saadaan
edellisestd lauseesta sijoittamalla y = x, jolloin todetaan, ettid x x x on kohtisuorassa kaikkia vekto-
reita z vastaan, jolloin siis x x z = 0. Viittiméd 6 seuraa my0s suoralla laskulla:

[1x % ¥]1>+ (x-y)? = (x2y3 —x3y2)? + (x3y1 —x1y3)? + (x1y2 — x2y1)?
+ (x1y1 +x2y2 +x3y3)°
= X3y3 — 2x2X3)2)2 + X3)3
+ X3y1 — 21313 + 173
+ x1y3 — 2x1x00y1y2 +43y7
+ XY 05Y3 53
+ 2x1x2)1y2 + 2X1X3Y1Y3 4 2X2X3y2)3
= xf a3+ a3
+ 50 +3y3 a3
+ YT 5)3 503
= (F+3+23) 0 +y3+33) = x| [[yl]®

Viittdmdd 7 varten muistetaan, ettd vektoreiden x ja y véliselle kulmalle 6 pitee cos 0 = %
Viittdmin 6 mukaan voidaan kirjoittaa

Ixxy||> = ||x||2||y|\2—(x-y)2:|\X||2||y\|2(1_(7) )
[ [[y1]
2 2 2 2 .
= [|x|]*|ly|* (1 = cos® 6) = |x||*||y||*sin 6,

misté viittdmai 7 seuraa suoraan.

6.2 Tasot

Kahden lineaarisesti riippumattoman vektorin X ja y generoima kaksiulotteinen aliavaruus
L(x,y) = {cix+cay | 1,0 € R} C R

vastaa geometrisesti origon kautta kulkevaa tasoa, johon pisteet x ja y kuuluvat.



6.2 Tasot 69

Mairitelmé 56. Olkoon V jokin avaruuden R" aliavaruus ja z € R" jokin vektori. Tilloin
joukkoa
z+V={z+w|weV}

kutsutaan vektorin z madrdamaksi aliavaruuden sivuluokaksi.

Olkoot x, y € R? lineaarisesti riippumattomia ja merkitiin 7 = L(x,y) kuten edelli. Olkoon li-
siksi z € R3. Tilléin sivuluokka z + T merkitsee geometrisesti 7:n suuntaista tasoa, joka kulkee
pisteen z kautta. Kaikki avaruuden R3 tasot voidaan esittii kaksiulotteisten aliavaruuksien sivuluok-
kina z+ T. Jatkossa tullaan 16ytimiin myos muita esitystapoja R3:n tasoille.

Myo6s korkeampiulotteisissa avaruuksissa R” taso maéritelldén joukkona

{z+cix+cy|cr,c2 €RY,

missd x jay € R” ovat lineaarisesti riippumattomia ja z € R” on jokin vektori. Tamin perusteella
on selvid, avaruuden R” taso ei poikkea miltédén oleellisin osin avaruuden R3 tasosta: Kun x, yjaz
on kiinnitetty, tason piste madrdytyy yksikésitteisesti lukujen c; ja ¢, arvoista. Niiti lukuja voidaan-
kin pitdd vektoreiden X, y ja z médrdédmin tason pisteen koordinaatteina. Tilld tavoin méddrdytyy
yksikisitteinen vastaavuus pisteen (cq,c2) € R? ja tason pisteen z -+ c1x + coy € R” viilille.

Esimerkki 104. Jos x € R ei ole nollavektori, on joukko {x} lineaarisesti riippumaton ja geometri-

sesti yksiulotteinen aliavaruus
L(x) = {cx|c€R} CR?

merkitsee origon kautta kulkevaa suoraa. Avaruuden L = L(x) sivuluokka
z+L={z+cx|ceR} (6.2)

puolestaan vastaa L:n suuntaista suoraa, joka kulkee pisteen z kautta. Avaruuden R? kaikki suo-
rat voidaan esittdd yksiulotteisten aliavaruuksien sivuluokkina ja jatkossa tutustutaan my6s muihin
suorien esitystapoihin.

Korkeampiulotteisissa avaruuksissa R" suora mééritellddn joukkona (6.2), missd x € R” on nolla-
vektorista eroava vektori ja z € R” on jokin vektori. Kuten tasojen tapauksessa, on selvid, ettd suora
avaruudessa R” on oleellisesti samankaltainen objekti kuin suora avaruudessa R>.

Aiemmin on todettu, etti avaruuden R3 raso vastaa kaksiulotteisen aliavaruuden T sivuluokkaa

r+T={r+w|weT},

ja kaksiulotteisen aliavaruuden 7' (jota geometrisesti vastaa origon kautta kulkeva taso) puolestaan
generoi mikd hyvinsi lineaarisesti riippumaton vektoripari {x,y}:

TZ{61X+Czy|Cl,CQER}. (6.3)

Esitysmuodolla (6.3) saadaan origon kautta kulkevat tasot. Kaikki tasot saadaan seuraavasti:

Tason parametriesitys: Olkoot r, X ja y avaruuden R? vektoreita. Tillin esitysti
T={r+cix+cy|ci,co €R}, (6.4)

kutsutaan tason T parametriesitykseksi. Lukuja c1 ja cp kutsutaan parametreiksi. Yhta hyvin
paria (¢1,c) € R? voidaan kutsua parametriksi. Kun parametri (c1,c;) kiy lipi avaruuden R?,
kdy r+ c1X + oy ldpi kaikki tason T pisteet. Vektoria r kutsutaan tason paikkavektoriksi ja
vektoreita X ja y sen suuntavektoreiksi. Jos X ja y ovat lineaarisesti riippuvat, ei (6.4) maérittele
tasoa, vaan suoran tai pelkéstiddn yhden pisteen.

Huomautus 37. Parametriesityksen (6.4) avulla voidaan méiritelld taso yleisestikin avaruudessa R”,
vaikka n olisi kuinka suuri tahansa. Sen sijaan muut tissi pykildssi esitettdviat muodot tasolle kos-
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kevat vain kolmiulotteista avaruutta. Parametriesitys voidaan my®s tulkita funktioksi f : R? — R3,
flc1,¢2) =r+c1x+cay, jolloin tason R?:ssa saadaan R?:n kuvana.

Avaruuden R? tasolle on olemassa my6s muita esitysmuotoja, joista tirkein on normaalivektorin
madrittelemd muoto: Tasoa T vastaan kohtisuorassa olevaa vektoria n kutsutaan tason normaalivek-
toriksi. Jos T on origon kautta kulkeva taso, saadaan normaalivektorin avulla tason esitysmuodoksi

T={xcR®|x-n=0}, (6.5)
silld sisdtulo x - n on nolla tarkalleen silloin, kun x ja n ovat kohtisuorat.
Yleisempi muoto, jossa T ei vilttimitti kulje origon vaan pisteen xo € R3 kautta, voidaan kir-
joittaa seuraavaan muotoon:
Tason normaalimuoto: Esitysti
T={xo+x|xcR}x-n=0}={xcR?®|(x—x%)-n=0} (6.6)
kutsutaan tason normaalimuodoksi. X on tason paikkavektori ja m normaalivektori.

Jos merkitiddn x = (x,y,z), n = (a,b,c) jaxo = (x0,Y0,20), voidaan yhtilo (x —x¢) -n = 0 kirjoitaa
sisdtulon médritelmén mukaan muotoon

(x —x0)a+ (y—y0)b+(z—z0)c =0,

mikd merkintdd d = axg + by + czo = n - X¢ kiyttden saadaan seuraava esitysmuoto:

Tason koordinaattimuoto: Muotoa
T:{(xvya-x) |ax—|—by—|—cz:d}, (67)

kutsutaan tason koordinaattimuodoksi (toisinaan myods normaalimuodoksi).
Avaruuden R? tasoille on olemassa vieli yksi luonteva esitystapa:

Kolme pistetti: Olkoot x|, X, ja X3 avaruuden R pisteiti, jotka eivit ole samalla suoralla.
Talléin ne médrittivin avaruuden R tason. Pisteet X, Xp ja x3 ovat samalla suoralla tarkal-
leen silloin kun x; — X1 ja X3 — X; ovat lineaarisesti riippuvat, mikéd voidaan selvittidd esimer-
kiksi Gaussin-Jordanin menetelmalld. Jos pisteet ovat samalla suoralla, sanotaan ettd ne ovat
kollineaariset, muutoin epdkollineaariset.

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkien kautta miten eri esitysmuodoista padstdin toiseen.

Esimerkki 105 (parametrimuodosta normaalimuotoon). Olkoon r = (1,0,3) tason paikkavektori ja
x = (—1,2,2) jay = (—3,2,1) sen suuntavektorit. Tarkastetaan aluksi, ettd x ja y ovat lineaarisesti
riippumattomat. Jos

c(—1,2,2)+d(-3,2,1) = (0,0,0),

saadaan yhtdloryhmi

—¢-3d=0
2¢ +2d =0
2¢ +d =0,

jonka ainoa ratkaisu on ¢ = d = 0, kuten helposti todetaan (esimerkiksi Gaussin-Jordanin menetel-
malld). Titen
{(1,0,3) +¢(—1,2,2)+d(-3,2,1) | c,d € R}

todella esittdd tasoa kolmiulotteisessa avaruudessa. Normaalimuoto tille tasolle saadaan etsimalld
jokin vektori, joka on kohtisuorassa kumpaakin paikkavektoria vastaan, esimerkiksi n = x x y kelpaa.



6.2 Tasot 71

ijk B B
xxy=|-122|=i|22|=j| 712 sk L2 2 i sjrak = (—2,—5,4).
351 21 —31 -32

Normaalimuotoa varten tarvitaan my9s jokin tason vektori g ja paikkavektori (1,0,3) kelpaa tihéin
erinomaisesti. T4lloin tason normaalimuoto on

(—2,-5,4)- ((x,»,2) —(1,0,3)) =0. (6.8)

Esimerkki 106 (normaalimuodosta koordinaattimuotoon). Esituksen (6.8) muuntaminen koordinaat-
timuotoon on suoraviivaista, silld koordinaattimuoto ja normaalimuoto ovat ldhes samat. Yhtidlossd
(6.8) tarvitsee vain laskea sisdtulot, jolloin saadaan

—2x—5y+4z—10=0,

siis koordinattimuoto on
—2x—5y+4z=10. (6.9)

Huomautus 38. Koordinaattimuodon kertoimista voidaan suoraan lukea tason normaalivektori.

Esimerkki 107 (koordinaattimuodosta kolmeen pisteeseen). Jos tasolle tunnetaan koordinaattimuoto
(106), voidaan helposti valita tasolta kolme pistettd. Valitaan esimerkiksi ensin x = y = 0, jolloin
yhtilon (106) mukaan z = % Titen esimerkiksi x; = (0,0, %) kuuluu tasolle. Samoin valitsemalla
x =z = 0 nihdién, ettd x, = (0, —2,0) kuuluu tasolle ja lopuksi valitsemalla y = z = 0 saadaan tason
piste x3 = (—5,0,0).

Tarkistetaan vield, etteivit ndin saadut pisteet ole samalla suoralla. Tétd varten muodostetaan
x3 —x1 = (—5,0, —%) jaxp —x1 =(0,-2, —%), joiden riippumattomuus voidaan helposti todeta.

Huomautus 39. Erityisesti tason paremetriesityksestd on helppo 16ytdd kolme epikollineaarista pis-
tettd. Voidaan nimittédin valita esimerkiksi molemmat parametrit ensin nolliksi, sen jilkeen vuoron
periin toinen ykkoseksi ja toinen nollaksi.

Esimerkki 108 (kolmesta pisteestd parametrimuoto). Etsitddn parametrimuoto tasolle, jonka médrit-
tavit edellisen esimerkin pisteet X1, X ja x3. On mahdollista valita mikd hyvinsd niistd pisteistd
paikkavektoriksi, esim r = x; = (0,0, %), jolloin suuntavektoreiksi voidaan valita X = xp — X; =
(0,—2,—3) jaxs —x; = (—5,0,—3).

Tasojen esitykset eivit yleensd ole yksikisitteisid. Parametriesityksesséd paikkavektori ja suunta-
vektorit voidaan valita usealla tavalla. Normaaliesityksessid normaalin pituus voidaan valita vapaasti
ja suunta vaihtaa vastakkaiseksi. Tason kolme epékollineaarista pistettd voidaan myos valita ddretto-
min monella tavalla, ja koordinaattiesityksen yhtdlo voidaan kertoa milld hyvinsi nollasta poikkea-
valla luvulla.

Talloin voidaan kysyd milld perusteilla tasot voidaan havaita samoiksi. Kahden tason havaitsemi-
nen yhtisuuriksi voidaan kylld perustaa mihin esitykseen hyvénsd, mutta suoraviivaisinta se lienee
tehda koordinaattiesitykseen nojautuen.

Esimerkki 109. Selvitetddin, onko esimerkissd (108) saatu parametrimuotoinen taso todella sama
kuin esimerkin (105) taso. Tétd varten etsitdin molemmille tasoille koordinaattimuoto. Esimerkin
(105) koordinaattimuoto on jo selvitetty esimerkissé (6.9): koordinaattiyhtilo

—2x—5y+4z=10
saadaan yksikdsitteiseen muotoon jakamalla se luvulla 10:

1 1 2
B -z=1. 6.10
5 2y+5z (6.10)

Toisen tason koordinaattimuotoa varten méérétdin ensin normaalivektori:

5 5 25
n=xxy=(0,-2-3)x(-5,0,-3)=(55,-10)

Normaalimuodoksi saadaan siis



72 6 Kolmiulotteisen avaruuden geometriaa

25

2100 (x02) — (0,0,3)) =0,

. -

mistd pistetulot laskemalla saadaan

25
Sx+ 7y —10z = -25.

Jakamalla luvulla —25 saadaan - 5
L —yaZ,-
5 20T5e =0

sama kuin (6.10).
Esimerkki 110. Tarkastellaan, milld ehdoilla joukko

{(ax+by+c,dx+ey+ f,gx+hy+i) | x,y € R} (6.11)
Miirittelee tason R3:ssa. Todetaan, etti

(ax+by+c,dx+ey+ f,gx+hy—+i)
= (ax,dx,gx) + (by,ey,hy) + (c, f i)
= ‘x(a?d?g) +y(b,€,h)+ (C,f,i>7

joten joukko (6.11) maidrittelee tason tarkalleen silloin kun vektorit (a,d,g) ja (b,e,h) ovat lineaa-
risesti riippumattomat. Jos (a,d, g) ja (b,e,h) ovat lineaarisesti riippuvat, méérittelee (6.11) suoran
(mikéli (a,d, g) # (0,0,0)).

Miiritelmé 57. Tasojen L; ja L viliselld kulmalla tarkoitetaan tasojen normaalivektoreiden
vilistd kulmaa.

Esimerkki 111. Olkoon taso L; madritelty yhtalolld 13x+ 5y — 7z = 67 ja L, yhtilolld 2x — 2y + 3z =
—5. Télloin tasojen L; ja L, normaalivektoreiksi voidaan valita n; = (13,5,—7) janp, = (2,-2,3).
Tasojen L ja L viliseksi kulma 0 voidaan titen madrittdd seuraavasti:

np-mp

-5
I |[[n2]] — V24317

cosf = 0,078,

josta 8 ~ 1,65 = 85,5°.

6.3 Suorat

Avaruudessa R” origon kautta kulkeva, vektorin x suuntainen suora vastaa yksiulotteista aliavaruutta
L={cx|ceR}, (6.12)

ja muut suoran L suuntaiset suorat avaruudessa R> saadaan L:n sivuluokkina

Suoran parametrimuoto: Olkoot r ja x € R3. Tilloin esitysti
L={r+cx|ceR} (6.13)
kutsutaan suoran parametrimuodoksi ja lukua ¢ parametriksi. Jos x = 0, ei esitys (6.13) maa-

rittele suoraa, vaan yhden pisteen.

Huomautus 40. Kuten taso R>:ssa, voidaan myos suora R3:ssa kisittdd alempiulotteisen avaruuden
kuvana “lihes” lineaarisessa kuvauksessa. Jos nimittdin masritelliin f : R — R3 ehdolla f(c) =
r + X, saadaan suora (6.13) avaruuden R kuvana.
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Suora on méiriteltdvissid parametrimuodon avulla miten korkeaulotteisissa avaruuksissa hyvénsi,
mutta tissd yhteydessi kisitellddn vain kolmiulotteista avaruutta R?. Tillsin voidaan 16ytdd myos
muita esitystapoja.

Avaruuden R? tasot voidaan miiriti yhden lineaarisen yhtilon ax + by + cz = d perusteella, sil-
14 yhtilo rajoittaa R3:n vektorin (x,y,z) vapaiden komponenttien miiria yhdelld, ja ndin saatava
joukko on kaksiulotteinen R3:n osajoukko. Avaruuden R> suorien tapauksessa puolestaan tarvitaan
oleellisesti kaksi lineaarista rajoitetta koordinaateille.

Merkitizn ro = (xo,Y0,20) ja X = (a,b,c), jolloin avaruudessa R? kulkevan suoran L parametri-
muoto on

L= {(xo+ta,yo+tb,z0+1tc) |t € R}.

Jos kaikki suuntavektorin x = (a,b,c) koordinaatit ovat nollasta poikkeavia, voidaan parametri
t ratkaista yhtiloistd (x,y,z) = (xo +ta,yo +1tb,zp +tc), jolloin saadaan suoralle L seuraava esitys-
muoto:

Suoran koordinaattimuoto:

y—Yo _ Z_ZO}
b c

X — X
L={(xy2) eR|—==

Suoran koordinaattimuotoa sanotaan myos standardimuodoksi. Jos esimerkiksi ab # 0, mutta
¢ =0, on suora xy-tason suuntainen ja sen koordinaattimuodoksi saadaan

X — X0 _ Y—=Yo
a b’

Z=20-

Ilmeinen tapa médritelld suora on my®os erittidin kiyttokelpoinen:

Kaksi pistettii: Avaruuden R> kaksi pistettid x| # X, madrittii yksikisitteisen suoran, joka
kulkee néiden kautta.

Toisinaan voidaan suora esittdd myos seuraavalla tavalla:

Kahden tason leikkaus: Jos tasot 77 ja 7, eivit ole samansuuntaiset, on niiden leikkaussuora
yksikésitteinen.

Tarkastellaan jélleen esimerkkien valossa miten eri esitysmuodosta pidistdin toiseen. Koska
yleensi ei tarvitse keksié suoran esitystd kahden tason leikkauksena (itse asiassa tehtdvé on ilmeinen
jos suorasta on annettu kaksi pistett: lisdtdén vain kaksi erilisté pistettd, kumpikin epikollineaarinen
alkuperiisten kanssa, jolloin saadaan kahden eri tason esitystd), jatetddn se esitysmuotojen ”syklistd”
pois ja tarkastellaan lopuksi vain miten kahden tason leikkauksesta saadaan suoran parametrimuoto.

Esimerkki 112 (Parametrimuodosta koordinaattimuotoon). Olkoon r = (1,2,2) suoran paikkavekto-
rijax = (2,—3,1) sen suuntavektori. Tilloin suoralle

L={(1,2,2)+1(2,-3,1) |t € R}
saadaan koordinaattimuodoksi merkitsemé&lla
(x,y,2) = (1,2,2) +1(2,-3,1) = (1 +2¢,2 — 3t,2+1)
ja ratkaisemalla téstd ¢ kunkin koordinaatin lausekkeena:

x—1 y=2
t= =—=z-2 6.14
2 — =¢ (6.14)

Huomautus 41. Koordinaattimuodosta voidaan helposti lukea suoran paikkavektori (osoittajien va-
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Esimerkki 113 (Koordinaattimuodosta kaksi pistettd). Yhtdloissa (6.14) voidaan valita ¢:1le miké hy-
vinsi arvo, esim. t = 0 tai r = 1. Vastaava piste (x,y,z) 10ytyy ratkaisemalla 1. asteen yhtils. Jos
esimerkiksi # = 0 yhtiilgssi (6.14), on (x,y,z) = (1,2,2) jaarvo r = 1 antaa (x,y,z) = (3,—1,3).

Huomautus 42. Parametrimuodosta kahden eri pisteen 16ytaminen on vield yksinkertaisempaa: riit-
tad valita parametrin arvoiksi esim 0 ja 1.

Esimerkki 114 (Kahdesta pisteesti parametrimuotoon). Méiritetddn pisteiden x; = (3,—1,3) ja
x2 = (1,2,2) kautta kulkevan suoran parametrimuoto. Suuntavektoriksi voidaan valita x = x; —x| =
(—2,3,—1) ja paikkavektoriksi r = x; = (3,—1,3). T#ll6in suoran parametriesitys on

L={r+x|teR}={(3-2t,-1+3t,3—1¢) |t € R}.

Esimerkki 115 (Kahden tason leikkauksesta parametrimuotoon). Olkoot T1: 2x+y—z=2jaTr: Tx+
3y—5z=3. Koska tasojen Tj ja T» normaalivektorit (2,1, —1) ja (7,3, —5) eiviit ole samansuuntaiset
(miksi?), tasot 71 ja T, leikkaavat. Tasojen leikkaussuoralle saadaan parametrimuoto esimerkiksi
kayttimélld Gaussin-Jordanin eliminointimenetelméad yhtélopariin

2x 4y —z=2
7x +3y =5z =3

saadaan pari
x —2z=-3
y+3z= 38,
josta voidaan kirjottaa ratkaisuksi (x,y,z) = (2z—3,—3z+8,z) = z(2,—3,1) +(—3,8,0), missd z €

R. Tédmi on suoran parametrimuoto: paikkavektorina toimii (—3,8,0), suuntavektorina (2,—3,1) ja
parametrina z.

Kuten tasoja, my0s suoria koskevat kysymykset (leikkaus, yhdensuuntaisuus) palautuvat yhtaloitd
koskeviin algebrallisiin kysymyksiin. Tarkastellaan taas kysymystd, milloin kaksi suoraa ovat samat.
Suoran esityksessid voidaan nimittdin korvata suuntavektori milld tahansa samansuuntaisella vekto-
rilla ja paikkavektoriksi voidaan valita miké hyvinsé suoralla oleva piste. Télloin koordinaattimuoto
ei tarjoa hyvai tapaa suorien yhtiasuuruuden selvittimiseksi. Sen sijaan kdyttokelpoisin tapa lienee
tarkastaa, ovatko suorat yhdensuuntaiset (suuntavektorit yhdensuuntaiset) ja onko suorilla yhteinen
piste.

Esimerkki 116. Selvitetdidn, ovatko suorat
Ly ={(-3,8,0)+1(2,-3,1) [t € R}

ja
L, ={(1,2,2) +t(—4,6,-2) |t e R}

samat. Ensiksi voidaan todeta, etti (—4,6,—2) = —2(2,—3,1), joten suorien suuntavektorit ovat
yhdensuuntaiset. Valitaan sitten suoralta L, piste (1,2,2) (saadaan arvolle ¢ = 0) ja selvitetéin,
16ytyyko titd pistettd suoralta Ly, toisin sanoen, onko sellaista parametrin ¢ arvoa, ettd (1,2,2) =
(—3,8,0) +¢(2,—3,1). Ensimmiistd koordinaattia tarkastellessa todetaan, etti 1 = —3 + 2¢, joten
t = 2. Todetaan, etti tdlld :n valinnalla myds toinen ja kolmas koordinaatti saadaan halutuiksi, joten
(1,2,2) on myds suoralla L;. Titen suorat ovat samat.

Esimerkki 117. Miéritetd#n a ja b siten, ettid suorat Ly = {(0,—1,1)+#(1,—7,-3) |t eR}jal, =
{(1,-1,3)+#(—2,a,b) | t € R} ovat yhdensuuntaiset.

Suorat ovat yhdensuuntaiset silloin, kun niiden suuntavektorit (1,—7,—3) ja (—2,a,b) ovat
yhdensuuntaiset. Tdmi puolestaan tapahtuu silloin, kun (1,—7,—3) = k(—2,a,b) jollekin luvul-
le k. Talloin on oltava k = f%, a = 14 ja b = 6, jolloin siis suoran L, suuntavektorina toimii
x = (—2,14,6) tai yhtd hyvin Lx = (1,-7,-3).

Selvitetiin vield, ovatko yhdensuuntaiset suorat L; = {(0,—1,1)+#(1,—-7,-3) |t € R} ja L, =
{(1,-1,3)+1(1,-7,-3) | t € R} erillisici vai yhtyvitkoé ndmi suorat. Jos yhdensuuntaiset suorat
ovat erilliset, ei niilld voi olla yhtdén yhteista pistettd. Selvitetdén siis, onko yhtalolld

0,—1,1)+1,(1,-7,-3) = (1,—1,3) +1,(1,—-7,-3) (6.15)
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ratkaisuja t1, r, € R. Yhtilo (6.15) saadaan muotoon

(—1,0,-2) = (r—11)(1,-7,3),

mistd ndhdéan, ettd ratkaisuja ei ole. Suorat ovat siis yhdensuuntaiset, mutta erilliset.

Esimerkki 118. Etsitdidn suorien

x—4 'y 574

b5 =575
ja
Lyl =3
5 8 —12
leikkauspiste (mikili olemassa).
Muunnetaan aluksi suorat parametrimuotoon: suoran L osalta kirjotetaan % =t, % =tja % =

t, mistd (x,y,2) = (=5t +4,3t,t + %) =1(-5,3,1) + (4,0, %).

Vastaavasti suoralle L, saadaan esitys (x,y,z) = (57,8t +1,—12¢r4+3) =¢(5,8,—12) +(0,1,3), ja

leikkauspiste edellyttii, ettd

4
(=511 +4,30,4 + 5) = (50,86 + 1,126, + 3)

joillakin arvoilla #1,#, € R. Algebrallisen yhtdloryhmén ratkaisuna saadaan leikkauspiste, jossa t; =

37 . 7
Ejatzz—

55°

6.4 Etiisyyksien laskemisesta

Kahden tason samoin kuin kahden suorankin etdisyydelld toisistaan tarkoitetaan aina lyhintd mah-
dollista vilimatkaa tasojen tai suorien vililld. Jos tasot tai suorat leikkaavat toisensa, on niiden etii-
syys nolla. Samoin pisteen etdisyys tasosta tai suorasta merkitsee lyhintd mahdollista etdisyytti.
Niiden etdisyyksien laskemiseksi voidaan kéyttidd seuraavia periaatteita:

Kahden tason vilinen etdisyys: Jos tasojen 7 ja T normaalit n; = (nj,n2,n3) ja np ovat eri-
suuntaiset, tasot leikkaavat ja niiden etdisyys on nolla. Jos taas normaalit ovat samansuuntaiset
(lineaarisesti riippuvat), valitaan tasoja kohtisuoraan oleva suora S = {rn; |t € R}, ja ratkaistaan
arvo 11, jolla tjn; € T sekd 1, jolla r,n; € T>. Arvot #; 16ytyy esimerkiksi ratkaisemalla yht4-
16 atny + btny + ctny = d, missd ax + by + cz = d on tason 77 standardimuoto. Tasojen vilinen
etdisyys saadaan lopuksi laskemalla pisteiden #1n; ja #,n; vilinen etdisyys.

Tason etdisyys suorasta: Jos tason 7" normaali n ei ole kohtisuorassa suoran S suuntavektoria koh-
taan, Suora leikkaa tason ja etdisyys on nolla. Muussa tapauksessa suora on tason suuntainen.
Talloin valitaan r siten, ettd suora r +¢n leikkaa suoran S; vektoriksi r kelpaa esimerkiksi suoran
S paikkavektori. Tamén jélkeen selvitetddn, milld arvolla #; piste p; = r+¢#n kuuluu tasolle T
ja milld arvolla #, piste p, = r +#n kuuluu suoralle S. #; 10ytyy kédyttimilld tason koordinaatti-
muotoa ja jos r valittiin suoran S suuntavektoriksi, on #, = 0. Lopuksi lasketaan pisteiden p; ja
p, vilinen etidisyys.

Tason etdisyys pisteestd: Olkoon n tason normaali ja p kysytty piste. Selvitetddn, milld arvolla 7
piste p; = p+#1n kuuluu tasolle (kdyttdmélld tason koordinaattimuotoa) ja lasketaan pisteiden
p; ja p vilinen etdisyys.

Kahden suoran S; : r| +1s; ja S, : ry +1sp etdisyys: Valitaan suuntavektori s # 0, joka on kohti-
suorassa kumpaakin suoraa vastaan. Jos s ja sp ovat lineaarisesti riippumattomat (eivit toistensa
monikerrat), voidaan valita esim. s = s; X sp. Tamin jéilkeen selvitetddn milloin suorilla S; ja
S, olevien pisteiden p; = r1 +1s; ja p, = I + 58 erotus p, — p; on vektorin s suuntainen, siis
milloin p, — p; = c¢s. Tdmi on kolmen tuntemattoman ja kolmen yhtdlon ryhmé, joka ratkeaa
Gaussin-Jordanin menetelmélld. Kysytty etdisyys saadaan pisteiden p; € S; ja p, € Sy vilise-
ni etdisyytend. Jos alun perin S| ja sp olivat samansuuntaiset, voidaan valita suoralta S; miki
hyvinsi piste ja laskea timén etdisyys suorasta S, (kts. seuraava kohta).

Suoran etdisyys pisteesti: Minimoidaan differentiaalilaskennan keinoin lauseke ||r+ts— p|
missd S : r+7s ja p ovat tarkasteltava suora ja piste. Saatava #:n arvo vastaa suoran pistettd, joka
on lahinni p:ta.
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