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Multilineaarinen kuvaus

Kuvaus f : V x ... x V — U on multilineaarinen, jos se on
lineaarinen jokaisen muuttujan suhteen, siis

ja
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Multilineaarinen kuvaus

Maaritelma

Multilineaarinen kuvaus on alternoiva, jos

v

(oo Xy ooy X,oo)=—F( .o X, o0x,.00),

joten f(...,x,...,x,...)=0.
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Multilineaarinen kuvaus

f(...,x,...,y +ax,...)
= f(...,x,...,y,...)F+af(....x,...,x,...)
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Multilineaarinen kuvaus

Multilineaarinen alternoiva kuvaus maaraytyy yksikasitteisesti
arvosta f(e1,...,ep).

Aiemmin havaitun perusteella
f(...,e;,...,e;,..) ::0,
joten riittaa tarkastella vain arvoja

f(eh,...,em),

jossa kaikki kantavektorit esiintyvat tasan kerran.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 5 5 of 24



Multilineaarinen kuvaus

Todistus (jatkoa)

Koska vektoreiden paikan vaihto vaihtaa funktion f merkin,
voidaan todeta, etta

f(ei,...,e;)==xf(e1,...,en),

missa etumerkki riippuu siita kuinka monta kahden vektorin
paikanvaihtoa on tarvittu aikaansaamaan jarjestys (e;,,...,€;,).
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Multilineaarinen kuvaus

f(E3, e, 62) = —f(el, es, 92) = f(el, ey, 63).
f(es, ez, e1) = —f(e1, ez, €3).
f(e2,e1,e3) = —f(e1, ez, e3).
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Multilineaarinen kuvaus

Maaritelma

Permutaatio tarkoittaa jonon (1,2,...,n) uudelleenjarjestysta
(s 2y yin)-

Permutaation merkki sgn(iy, i2, ..., i) on +1, jos se on saatu
jonosta (1,2,...,n) parillisella m3aralla kahden alkion vaihdolla.
Merkki on —1, jos tarvittavien vaihtojen maara on pariton.
Vaihtoja kutsutaan transpositioiksi. Permutaatiota sanotaan
parilliseksi, jos transpositioiden maara on parillinen. Muutoin
permutaatio on pariton. Permutaatioiden joukosta kaytetaan
merkintaa S,
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Multilineaarinen kuvaus

Kahdella transpositiolla saadaan (1,2,3) — (2,1,3) — (3,1, 2).
Nain ollen sgn(3,1,2) = +1. Yhdella transpositiolla saadaan
(1,2,3) — (3,2,1), joten sgn(3,2,1) = —1. Kahdella
transpositiolla saadaan (1,2,3) — (3,2,1) — (3,1,2), joten
sgn(3,1,2) = +1.

S3={(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2,1)}.

|Spl=n-(n—1)-.

Kantavektorien permutaatio

f(ei,...,e;)=sgn(i,...,in)f(€1,...,en).
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Multilineaarinen kuvaus

Todistus (jatkoa)
m
Esittamalla v; = Z vije; saadaan
j=1

f(vi,...,vp)

m m
= f(g Vljlejlv"‘vg v,,jnejn)
h1=1

1= Jn=1
m m
= E E vljl...-v,,jnf(ejl,...,ejn)
a=1 Jn=1

= Z sgn(jl,...,j,,)vljl...~vnjnf(el,...,e,,).
(1/25-+4n) ESn
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Determinantti

Maaritelma

Olkoon K skalaarikunta (yleensa joko R tai C) ja
D : K" x ... x K" — K multilineaarinen, alternoiva kuvaus, jolle
patee

Neliomatriisin A = (a1 ...a,) (a; sarakkeita) determinantti det(A)
maaritellaan
det(A) = D(ay,...,an).

Determinantista kaytetdan myos merkintaa |A|. Tassa merkinnassa
jatetaan pois matriisin A vasen ja oikea kaarisulje.
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Determinantti

Ominaisuuksia
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Determinantti

Summalauseke

Merkitaan
A11 A12 e Aln
A21 A22 A A2n
A= i : .
An An ... Am
Talloin
det(A) = > sgn(ji o Jn)A1jAojy - - - Anjy.
01J27---Jn)esn
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Determinantti

Permutaatioiden (1,2, 3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1) ja (3,1,2) ja
(3,2,1) merkit ovat +1, —1, —1, +1, +1 ja —1. Taten

di1 412 4ai3
dp1 a2 axg
d31 432 4a33

koostuu tulojen aj1axass, ai1a23a32, a12a214a33, 312323331,
a13a21a32 ja aizappas; summasta oikeilla merkeilla varustettuna.
Taten kyseinen determinantti on

d11a22333 — 311823332 — 312321833 + 312323331 + 313321332 — 3133822331
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Determinantti

det(AT) = Z sgn(il,jz, . ajn)AjllAj22 °00 Ajnn
(j12;++-4jn) ESn

= > sgn( o Jn) At A2k, - - - Ank, = det(A)
(J1:j25-+1Jn) ESn

o’
Determinantin arvo ei muutu jos rivi lisataan toiseen vakiolla
kerrottuna.

Jos Gaussin-Jordanin prosessi tuottaa matriisiin A nollarivin, on
det(A) = 0.
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Determinantti

Geometrinen tulkinta

Kun A = (ay,...,a,) (sarakkeet), determinantin itseisarvo |det(A)|
merkitsee vektoreiden {ay, ..., a,} maarittdman sarmion tilavuutta

Multiplikatiivisuus

Jos A ja B ovat n x n-matriiseja, on

det(AB) = det(A) det(B)

Johtuu multilineaarisen kuvauksen yksikasitteisyydesta

Jos A on siinndllinen, on AA~L =/ ja siksi

det(A)det(A™1) = 1.

Niin ollen det(A™!) = det(A)~?
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Determinantti

Comparison Structure Analysis

G’}‘Uﬁa} L‘;Vlw’h
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Determinantti

Maaritelma

Matriisin A alimatriisi maaritellaan pyyhkimalla jokin rivi ja sarake

pois.
Matriisista
1 0 -2
-3 2 5
0 —4 3

saadaan toinen rivi ja kolmas sarake pyyhkimalla alimatriisi
1 0
0 —4
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Determinantti

Rivikehitelmat

Olkoon A[i, j] alimatriisi joka saadaan pyyhimalla pois matriisin A
rivi i ja sarake j ja Cj = (—1)"*/ det(A[/,j]). Lukua Cj kutsutaan
alkion A;; komplementiksi. Talloin

det(A), josi=j
0, josi#j

AinGir + AnC + ...+ AinGin = {
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Determinantti

Rivikehitelmien matriisimuoto

Al A

Ax Ax

Anl An2
det(A) 0
B 0 det(A)
0 0

Aln
A2n

Ann

(1
G

C2n

= det(A)/

Cnl
Cn2

Cn n
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Determinantti

Rivikehitelmat
3-rivinen determinantti voidaan laskea seuraavasti:

a b c
d e f|=a € f —b'd f +c oG
50 h i g | g h

Saanto: Alkion a alideterminantti saadaan poistamalla rivi ja
sarake, jolle a kuuluu. Merkkisaanto: vasen ylanurkka +1, sitten
vuorotellen.
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Determinantti

4-rivinen determinantti

al;c;]l f g h e g h
e ' 2 —alj k I |=b| i kI
Pk n o p m o p
m n o p

e f h e f g

+c| i j I |\=d| i j k

m n p m n o
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Determinantti

W N R B
©C AN AWM
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o

= 1-10-3-3=1.
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Determinantti

Homogeenisella yhtaloryhmalla

Aiixy +Apxe +... +Ax, = 0
Amxi +Ampxo +... +Amxp = 0

on epatriviaali ratkaisu ((x1,...,xn) # (0,...,0)) tarkalleen silloin
kun kerroinmatriisin determinantti on = 0.

Jos det(A) # 0, on A~! olemassa ja tilléin Ax =0 = x = 0.
Implikaation toinen suunta on hieman vaativampi.
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