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Determinantti

Yhteenveto

Merkitaan A = (a1,...,an,) (sarake—esitys)
o det(...,a+b,...) = det(.. ...)+det(...,b,...)
° det( ..) = adet(.. . )
° ( aj,..):—det( J-,...,a;,...)
° t(al, ) =0, jos jokin a; = 0
° t(al, a,) =0 jos a; = a; JOI”ekIn i #j.
o det(.. aj...)=det(.. ,aj+taaj...)
° t(AB) = det(A)det(B)
o det(A) =3 (;, i, Jn)es, 8NUL:J2; - - - Jn) AL Azjy - - - Anj,
® AinCii+AnCo+...+ApCin = { det(Ag: j: : ;j , missa
Cj = (—1)"* det(A[i,j]) on matriisialkion A; komplementti.
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Determinantti

Yhteenveto

o det(AT) = det(A)
@ Sarakkeita koskevat ominaisuudet patevat myos riveille.
@ Jos B ~ A, niin det(A) # 0 < det(B) # 0

o det(A) # 0 tarkalleen silloin kun A:n sarakkeet (tai rivit) ovat
lineaarisesti riippumattomat.

det(A) # 0 tarkalleen silloin kun A~! on olemassa.

|det(A)| on suuntaissarmion
{t1a1 + thar + ...+ tha, | 0<t; < 1} tilavuus
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Determinantti

Homogeenisella yhtaloryhmalla

Aiixy +Apxe +... +Ax, = 0
Amxi +Ampxo +... +Amxp = 0

on epatriviaali ratkaisu ((x1,...,xn) # (0,...,0)) tarkalleen silloin
kun kerroinmatriisin determinantti on = 0.

Jos det(A) # 0, on A~! olemassa ja tilléin Ax =0 = x = 0.
Implikaatio toiseen suuntaa on hieman vaativampi.
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Ominaisarvot ja -vektorit

@ n X n-matriisien A ja B tulo on yleensa tyolas laskea:

n
(AB)j =Y AiByj
k=1

o n? alkiota, n yhteenlaskua ja n — 1 kertolaskua kutakin kohti
= O(n%) operaatiota kun n — oo.

@ O(n*3"-) operaatiota paras tunnettu menetelma
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Ominaisarvot ja -vektorit

@ Diagonaalimatriiseille helppo:
aa 0 ... O by 0 ... O
0 an 0 0 b2 0
0 0 an 0 0 bn
albl 0 0
0 a2b2 0
0 0 anbn,
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Ominaisarvot ja -vektorit

o Markovin ketjut: p(t) = Mp(t=1),

@ Yleistys: Diskreettiaikainen lineaarinen systeemi
x(t) — Ax(t_l)

o x() = Ax(t=1) — A. Ax(t=2) — A2 Ax(t=3) —

@ Seuraus: x(t) = Atx(0)

e A! voi olla tydlas maarittaa.

Maaritelma

Olkoon A neliomatriisi. A € C on matriisin A ominaisarvo, jos on
olemassa x # 0 siten, etta

Ax = \x.

Jokaista taman yhtalon toteuttavaa vektoria x sanotaan
ominaisarvoon A kuuluvaksi ominaisvektoriksi.
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Ominaisarvot ja -vektorit

joten 1 on identiteettimatriisin ominaisarvo ja mika hyvansa x
siihen liiittyva ominaisvektori.
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Ominaisarvot ja -vektorit

d 0 o0 0
0 do 0

1
0 0 O dn 0

Diagonaalimatriisin ominaisarvot ovat siis diagonaalialkiot ja
ominaisvektoreina toimivat luonnollisen kannan vektorit.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Geometrinen tulkinta

@ Jokainen n x n-matriisi A maarittelee lineaarikuvauksen
R™ — R", x — Ax.

@ Jokainen matriisin A ominaisvektori x vastaa sellaista
suuntaa, jossa A toimii "venyttavana” tai " kutistavana’
kuvauksena: Ax = \x.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Ominaisarvojen maarittaminen

Vaatimus: Yhtalolla Ax = Ax oltava ratkaisu x # 0.

Ax =X x < Ax=Xx< (A-X)x=0

Ominaisarvoyhtalo

Ratkaisu x #~ 0 on olemassa tarkalleen silloin kun

det(A— Al) =0.

Jos A on n x n-matriisi, on det(A — \/) astetta n oleva A:n
polynomi.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Matriisin

Ominaisarvot?

v

Matriisin
1 2 —1
0o -1 -2
0 0 -2

Ominaisarvot?

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 12 of 15



Ominaisarvot ja -vektorit

Ominaisvektorien maarittaminen
Jos ominaisarvo A on tunnettu, voidaan siihen kuuluvat
ominaisvektorit x maarittaa yhtalosta

Ax =X x< (A-X)x=0

Gaussin-Jordanin menetelmalla. )

Aiempien esimerkkien matriisien ominaisvektorit?
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Ominaisarvot ja -vektorit

Olkoon V' n x n-matriisin A ominaisarvoon A liittyvien
ominaisvektoreiden joukko. Talloin V on avaruuden R” aliavaruus.

Yhteenveto

Koska ominaisarvoyhtalo det(A — Al) = 0 on astetta n oleva
polynomiyhtalo, voi erisuuria ominaisarvoja olla korkeintaan n
kappaletta.

Kutakin ominaisarvoa A kohti ominaisvektorit maaraytyvat
yhtalosta (A — Al)x = 0, joka voidaan kirjoittaa homogeenisena
n x n-yhtaloryhmana. Ominaisvektorit saadaan Gaussin-Jordanin
menetelmalld ja ne muodostavat R™:n (tai C™:n) aliavaruuden.
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Ominaisarvot ja -vektorit
Jos Ax = \x, on Alx = \x.

Olkoot A1, ..., A, matriisin A ominaisarvoja ja X1, ..., X, naihin
kuuluvat ominaisvektorit.
Jos

X =aix1+ ...+ anxn,
on

Ax = a1Ax1 + ...+ a,Axp = a1 1x1 + ... + apAnXn,

ja induktiolla

Alx = 81)\£X1 + ...+ a,,)\;x,,.
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