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Huomioita

Vektorin normi ortogonaalissa kannassa

Olkoon {b1, . . . ,bn} ortogonaali kanta Rn:ssä. Jos

x = α1b1 + . . .+ αnbn,

on

||x ||2 = (
n∑

i=1

αibi ,

n∑
j=1

αjbj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiαj(bi ,bj) =
n∑

i=1

α2
i ||bi ||2.

Erikoistapaus (n = 2): x = b1 + b2. Tällöin

||x ||2 = ||b1||2 + ||b2||2

Erikoistapaus: Ortonormaali kanta.
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Huomioita

Määritelmä

Matriisi A on positiividefiniitti, jos xTAx > 0 kaikille x 6= 0.
Matriisi A on positiivisemidefiniitti, xTAx ≥ 0 kaikille x

Lause

Jos matriisi A on positiivisemidefiniitti, ovat sen ominaisarvot
λ ≥ 0.

Todistus: Olkoon x 6= 0 jokin λ:n kuuluva ominaisvektori. Tällöin

xTAx = xTλx = λ||x ||2,

josta

λ =
xTAx

||x ||2
≥ 0.
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Huomioita

Lause

Symmetrinen n × n matriisi A on positiivisemidefiniitti jos ja vain
jos sen ominaisarvot ovat ≥ 0.

Todistus

Symmetrisen matriisin A ominaisvektorit b1, . . ., bn voidaan valita
siten, että ne muodostavat avaruuden Rn ortonormaalin kannan.
Tällöin mikä hyvänsä vektori x ∈ Rn voidaan esittää muodossa
x = x1b1 + . . .+ xnbn, jolloin

xTAx = x · Ax = x · (x1Ab1 + . . .+ xnAbn)

= (x1b1 + . . .+ xnbn) · (x1λ1b1 + . . .+ xnλnbn)

= x21λ1 + . . .+ x2nλn.

Väite seuraa tästä helposti.
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Huomioita

Lause

Symmetrisen (AT = A) (reaalisen) n × n-matriisin ominaisarvot
ovat reaalisia ja ominaisvektoreista voidaan muodostaa
ortonormaali kanta.

Todistus (reaalisuus): Liittoluvut yhtälöstä Ax = λx laskemalla
saadaan Ax = λx .
Nyt

xTAx = xTλx = λxTx .

Toisaalta
xTAx = (xTAT )x = (Ax)Tx = λxTx .

Koska
xTx = |x1|2 + . . .+ |xn|2 > 0,

yhtälöstä λxTx = λxTx seuraa λ = λ.
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Huomioita

Todistus (jatkoa)

Osoitetaan sitten, että symmetrisen matriisin erisuuriin
ominaisarvoihin kuuluvat ominaisvektorit ovat ortogonaaleja.
Olkoon Ax1 = λ1x1 ja Ax2 = λ2x2. Koska (x , y) = xTAy , on

λ1(x1, x2) = (λ1x1, x2) = (Ax1, x2) = (Ax1)Tx2 = xT
1 A

Tx2

= xT
1 Ax2 = (x1,Ax2) = (x1, λ2x2) = λ2(x1, x2),

siis λ1(x1, x2) = λ2(x1, x2).
Jos matriisilla on n erisuurta ominaisarvoa, väite seuraa tästä.
Yleinen tapaus saadaan tarkastelemalla avaruuden ns.
ortogonaalihajotelmia.
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Huomioita

Seuraus:

Symmetrinen matriisi on diagonalisoituva ja diagonaalisuuden
välittävä matriisi on ortogonaali (PTP = I ). Jos nimittäin
P = (x1, . . . , xn), niin

PTP =


xT
1

xT
2
...

xT
n

 (x1, . . . , xn) =


xT
1 x1 xT

1 x2 . . . xT
1 xn

xT
2 x1 xT

2 x2 . . . xT
2 xn

. . . . . .
. . . . . .

xT
n x1 xT

n x2 . . . xT
n xn


= I
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Pääkomponenttianalyysin perusteita

Käsitteitä

Lähtökohta: Satunnaismuuttujat X1, . . ., Xn.

Tavoite: Satunnaismuuttujat Y1, . . ., Yn,

Yi =
n∑

k=1

BikXk ,

jotka selittäisivät satunnaisvaihtelua ”paremmin” kuin
alkuperäiset havaintoihin perustuvat muuttujat eivätkä
korreloi.

Lisätavoite: Vain muutamalla muuttujalla Y1, . . ., Yl (l < n)
voisi selittää suurimman osan datan vaihtelusta.
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Pääkomponenttianalyysin perusteita

Käsitteitä

x i = (xi1, xi2, . . . , xim) datavektori, jossa m havaintoa
satunnaismuuttujasta Xi

Määritelmä: µi = E(Xi ) = 1
m

∑m
k=1 xik .

Määritelmä: x ′i = x i − µi1.

Määritelmä: Cov(x i , x j) = E((x i − µi )(x j − µj)) = 1
mx ′i · x ′j

Huom: Cov(x i , x j) =
||x ′

i ||·||x
′
j ||

m Corr(x i , x j)

Määritelmä: Kovarianssimatriisi

Σ =
1

m


x ′1 · x ′1 x ′1 · x ′2 . . . x ′1 · x ′n
x ′2 · x ′1 x ′2 · x ′2 . . . x ′2 · x ′n
· · · · · · . . . · · ·

x ′n · x ′1 x ′n · x ′2 . . . x ′n · x ′n


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Pääkomponenttianalyysin perusteita

Havainto:

(c1c2 . . . cn)


x1 · x1 x1 · x2 . . . x1 · xn

x2 · x1 x2 · x2 . . . x2 · xn
...

...
. . .

...
xn · x1 xn · x2 . . . xn · xn




c1
c2
. . .

cn


= (c1x1 + . . .+ cnxn) · (c1x1 + . . .+ cnxn) ≥ 0.

Matriisi on siis symmetrinen ja positiivisemidefiniitti.
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Pääkomponenttianalyysin perusteita

Huomioita

Jos merkitään

X =


xT
1

xT
2

. . .
xT
n


on

XXT =


xT
1

xT
2

. . .
xT
n

 (x1 x2 . . . xn) =


xT
1 x1 xT

1 x2 . . . xT
1 xn

xT
2 x1 xT

2 x2 . . . xT
2 xn

· · · · · · . . . · · ·
xT
n x1 xT

n x2 . . . xT
n xn


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Pääkomponenttianalyysin perusteita

Huomioita

Olkoon Y = PX . Tällöin

YY T = PX (PX )T = PXXTPT = PΣPT .

Onko mahdollista valita P siten että PΣPT on diagonaalinen?
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Pääkomponenttianalyysin perusteita

Huomioita

Kovarianssimatriisin Σ ominaisarvot ovat aina reaalisia ja ≥ 0

Kovarianssimatriisi Σ voidaan diagonalisoida Σ = PΛP−1.

Matriisi P voidaan koostaa matriisin Σ ominaisvektoreista ja
valita ortogonaaliksi, siis PT = P−1.
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Avaruuden R3 geometriaa

Määritelmä

Vektoreiden x = (x1, x2, x3) ja y = (y1, y2, y3) ristitulo määritellään

x × y

=

∣∣∣∣∣∣
i j k

x1 x2 x3
y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣ x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣
= (x2y3 − x3y2)i − (x1y3 − x3y1)j + (x1y2 − x2y1)k

= (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1)
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Avaruuden R3 geometriaa

Skalaarikolmitulo

Lause: Olkoot x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ja z = (z1, z2, z3).
Tällöin

x · (y × z) =

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
x · (y × z) = y · (z × x) = z · (x × y)

Tulkinta: Suuntaissärmiön tilavuus
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Avaruuden R3 geometriaa

Lause

x × y = −y × x

(x + y)× z = x × z + y × z

(ax)× y = x × (ay) = a(x × y)

x × x = 0

x · (x × y) = 0 ja y · (x × y) = 0 (ristitulo on kohtisuorassa
alkuperäisiin vektoreihin nähden).

||x × y ||2 + (x · y)2 = ||x ||2||y ||2.

||x × y || = ||x ||||y || sin θ, missä θ on vektoreiden x ja y

välinen kulma.
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Avaruuden R3 tasot

Määritelmä

Olkoon V ≤ Rn aliavaruus ja r ∈ Rn jokin vektori. Tällöin
sanotaan, että joukko

r + V = {r + v | v ∈ V }

on aliavaruuden V sivuluokka.

Lause

r1 + V = r2 + V ⇔ r1 − r2 ∈ V .

Määritelmä

Avaruuden R3 taso on kaksiulotteisen aliavaruuden V sivuluokka.
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Avaruuden R3 tasot

Parametriesitys

T = r + L(s1, s2) = {r + c1s1 + c2s2 | c1, c2 ∈ R}

Jos vektorit s1 ja s2 eivät ole lineaarisesti riippumattomia, ei
aliavaruus L(s1, s2) ole kaksiulotteinen eikä tällöin kyseessä
ole taso.

Vektoreita s1 ja s2 sanotaan tason T suuntavektoreiksi ja
vektoria r tason T paikkavektoriksi.

Käyttökelpoinen tason T pisteiden generoimiseksi.

Parametrimuodosta hankala selvittää, onko x ∈ T .

Hankala selvittää, ovatko kaksi tasoa samat.
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Avaruuden R3 tasot

Normaalimuoto

T = {r + x | x ∈ R3,n · x = 0} = {x ∈ R3 | (x − r) · n = 0}

Vektoria n kutsutaan tason T normaalivektoriksi.

Koordinaattimuoto

Merkitsemällä n = (a, b, c), x = (x , y , z) ja r = (r1, r2, r3) saadaan
yhtälö (x − r) · n = 0 muotoon
a(x − r1) + b(y − r2) + c(z − r3) = 0, ja edelleen

ax + by + cz = d ,

missä d = ar1 + br2 + cr3.

Käyttökelpoinen kysymyksen x ∈ T? ratkaisemiseksi

Hankala tason pisteiden generoimiseksi.
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Avaruuden R3 tasot

Kolme pistettä

Jos avaruuden R3 pisteet p1, p2 ja p3 eivät ole samalla suoralla,
ne määrittävät tason T yksikäsitteisesti.

Huomautus

Pisteet p1, p2 ja p3 ovat samalla suoralla tarkalleen silloin kun
p3 − p1 ja p2 − p1 ovat lineaarisesti riippuvat.

Määritelmä

Tasojen T1 ja T2 välisellä kulmalla tarkoitetaan niiden
normaalivektorien välistä kulmaa.
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