Insinoorimatematiikka: Matematiikan perustiedot 2023

Demonstraatio 3, 19.9.2023
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1. Sievennd (3 4 2i)(5 — 41), (2 — 3¢)(3 — 2i) ja Re(
Mallivastaus:

(3 + 2i)(5 — 44) = 15 — 12i + 10i — 8> = 23 — 2i

(2-3))(3—2i) = (2—3i)(3+2i) =6+4i — 9i — 6i> =12 — 5i

142 (14203 +4i) _3+4i+6i+87  —5+10i 1 2

3—4i  (3—4i)(3+ 40) 32442 25

1+ 21') 1

3—4i" 5

2. Midritd /—4. Vihje: —4 = 44 = (2i)%. Kuinka monta arvoa nelidjuurella /—4
voisi olla?
Mallivastaus: y/—4 pitdisi olla yhtdlon 22 = —4 < 22 + 4 = 0 ratkaisu. Koska

22 +4 = 22— (2i)? = (2 — 2i)(2 + 2i), on tulon nollasiinnén perusteella (miksi
se toimii my6s kompleksiluvuilla?) joko z = 2i tai z = —2i.

joten Re(

Mallivastaus 2:
V—d = (—4)2 = e3 Los(-4),

Nyt Log(—4) = log 4" ("*277) = In4 + i(7 + 27 - n) ja
1 1
3 Log(—4) = 3 In22 + z(g +m-n),

josta
(_4)% _ €1n2€i(%-‘,-7r-n) _ 2€i(g+7r-n).

Koska liséys 7-n on puoliympyréin suuruinen, on niiti arvoja vain kaksi, 2’2 =
2i ja 213 +m) — _9; (mieti mistd viimeisimmét yhtdsuuruudet johtuvat).

3. Etsi kaikki yhtdlon z? — 6z + 13 = 0 ratkaisut. Vihje: Kéyts toisen asteen
polynomiyhtalon tavallista ratkaisua sekd edellisen tehtdvin havaintoa negatii-
visen luvun neli6juuren méaarittdmiselle. Tarkista myos etté saamasi ratkaisut
toteuttavat yhtalon.

Mallivastaus:

_64+4/(—6)2—-4-1-13 6+/—-16 6+4i

5 5 5 =3+ 21.

z

4. Etsi napakoordinaattiesitys luvulle —v/3 + .

Mallivastaus: |—v/3 + i| = \/(—Vv/3)? + 12 = /341 = 2. Vaihekulma § toteut-
taa yhtalon tanf = _%/g ja arctan(—%) = —§- Koska kuitenkin —/3+i sijait-
see kompleksitason vasemmalla puolella, pitdd vaihekulmaksi valita — +m =
%’r. Taten

—V34+i=2F.

Vaihekulmaan voidaan lisdtd mikd tahansa tdyden ympyran monikerta.



5. Madriti kaikki kompleksisen logaritmin Log(—+/3 + i) arvot.

Mallivastaus: Edellisen tehtdvin perusteella
_\/§+ i = 262‘(%-‘1-27(77,)’
josta
5
Log(—V3 +i) =In2 + i(% +2rn), nez
6. Madrita potenssin i3 kaikki arvot.

Mallivastaus: Luennolla esitetyn mukaan

Logi = i(g + 27),

josta
1
B Logi = 2(% + n)
ja edelleen
’L% = e% Logi _ ei(%"v‘ﬂ’n) _ 67;%6”]—”.

Koska n € Z, voi tekiji e/™ saada vain arvoja %1, ja siis kysytyt arvot ovat
+e's. Eulerin kaavan perusteella ndmé voidaan kirjoittaa myds muotoon

n 1 )
+e't = i(cosE + isin E) =+(—=+ L)

4 4 V2 V2

7. Laske kertolasku (z—1)(22+2+1) ja etsi tulon nollasdinnon perusteella kaikki
yhtélon 23 — 1 = 0 ratkaisut. Esitd ne muodossa a + bi.

Mallivastaus: (z —1)(22 + 2z + 1) = 23 — 1. Télléin
B=1el-1=0sz-1)E*+2+1)=0,

mikd toteutuu tulon nollagdinnén perusteella tarkalleen silloin kun z — 1 =
0 z=1tai kun 22 + z + 1 = 0. Viimeisimméin yht#lén ratkaisut ovat

-1 EV12—4-1-1  —14+y=3 —1+iV3 1 V3
T 2 T2 T2 T

8. Etsi kaikki yhtdlon 23 + 322 + 32z — 7 = 0 kaikki ratkaisut. Ohje: Kiyti bino-
mikaavaa, merkitse w = z + 1 ja ratkaise ensin w.

Mallivastaus:
2B 432243 -T=2343243r+1-8=(2+13-8=w’ -8,

jolloin rQatkaistavaksi jéa yhtilo w®—8 = 0, jonka ratkaisut on esitetty luennolla,
w =2e3 " missd n € {0,1,2}. Néain ollen

z=w—1=2e3" —1,

ja ratkaisut voidaan Eulerin kaavan tai edellisen tehtdvan avulla esittdd muo-
dossa

1 1
2-1=1, 2(—2+i\é§)—1:—2+z‘\/§, ja2(—2—i\f)—1:—2—i\/§.



9. Miki on vialla seuraavassa péittelyssa:
—1=it=(-1)lP=vV-1IV-1=/(-1)2=V1=1?

Mallivastaus: Ensimmaéinen yhtdsuuruus on oikein, samoin toinen vaikka mer-
kintd /—1 ei olekaan yksikiisitteinen, se voi tarkoittaa joko kompleksilukua i
tai —i. Myds toiseksi viimeisin yhtdsuuruus on kunnossa, joten ongelman téy-
tyy sijaita joko kolmannessa, neljannessé tai viimeisessi yhtdsuuruudessa (tai
joissain niistd). Tarkempi tarkastelu osoittaa (sivuutetaan téssd) ettd neljis
yhtdsuuruus on kunnossa.

Sen sijaan yksi ongelma on kolmannen yhtdsuuruuden kohdalla, silld merkinté
v/—1 ei sen oikealla puolella ole yksikisitteinen, toinen niistd voi yhtd hyvin
tarkoittaa kompleksilukua ¢ ja toinen sen vastalukua —¢. Toinen ongelma on
viimeisen yhtdsuuruuden kohdalla: Silloin kun v/1 kisitetdin kompleksiluvun
nelidjuurena, ovat sekd 1 ettd —1 mahdollisia arvoja.

Péaidttelyvirhe johtuu siis siitd, ettd yhtdsuuruuksien ketjussa on yritetty ka-
sitelld neliGjuurta myos kompleksilukujen joukossa funktiona. Nelidjuurta ei
kompleksilukujen joukossa kuitenkaan voida perustellusti méiritelld funktio-
na, vaan tilldin kyseessd on matematiikan termein relaationa tunnettu kisite,
jossa toisin kuin funktiolla, yhdelld alkukuvalla voi olla monia kuvia.



