Insinoorimatematiikka: Todennikoisyyslaskenta

Demonstraatio 3, 1.3.2024

1. Kaupungissa sattuu keskiméérin 20 tulipaloa vuodessa. Kiytd Poissonin ja-
kaumaa arvioidaksesi milld todennékoisyydellda yhden kuukauden aikana sat-
tuu kolme tulipaloa.

Mallivastaus: Odotusarvona kuukauden aikana sattuvien tulipalojen mé#érélle

pidetiin lukua A = 20 = 5 ~ 1,66. Tillsin P(X = 3) = e 4 & 0, 146.

2. Kaivovettd pidetédan juomakelpoisena, mikéli kolibakteereja esiintyy 100 pmy /100
ml.! Jos 10 ml niytteestsi 16ytyy 14 pmy kolibakteeria, miki on todennikéisyys
sille, etta kaivovesi on juomakelpoista? Kéyta Poissonin jakaumaa arviointiin.

Mallivastaus: Odotusarvona juomakelpoisen veden kolibakteerim&arille pide-
tadn A = 10 pmy/10 ml. Todennakoisyys sille, ettd juomakelpoisen veden 10
ml néytteestd 16ytyy 14 pmy kolibakteereja, on

1014
*10—| ~ 0.05.

P(X =14) =
( )= 1

Huomautus: Juomakelpoisena pidetdin tietysti myos sellaista vetté, jos koli-
bakteereja on vihemmén kuin 100 pmy /100 ml. Todendkéisyys etté téllaisesta
vedestd saadaan tehtdvissd mainittu nédyte on vieldkin pienempi kuin tehtédvin
vastaus.

3. Yrityksen asiakaspalveluun saapuu puhelu keskiméirin joka 15. minuutti, ja
puhelujen véliajat noudattavat eksponenttijakaumaa.

a) M##ritd parametri v tiheysfunktiolle f(¢) = ve™*t. Ajan yksikkoni kiytetiin
minuuttia.

b) Miké on todennikoisyys sille, etté dsken saapuneen puhelun jéilkeen seuraava
saapuu aikaisintaan 20 minuutin padsta?

¢) Jos aiempi puhelu saapui 10 minuuttia sitten, mikd on todennékoisyys sille,
ettd seuraava saapuu aikaisintaan 15 minuutin péasta?

Mallivastaus: a) v = 1= ~ 0, 0667.
B)P(T>20)=1—P(T <20) =1—(1—ev2) =¢ 13 =0,263597 ...

¢) Eksponenttijakauman muistittomuusominaisuuden perusteella
P(T'>154+10 |7 > 10) =P(T > 15) = e T = 0,367879. ..

4. Yritys valmistaa Led-lamppuja, joiden kestoikd on likimain normaalisti jakau-
tunut, odotusarvon ollessa p = 25000 ja keskihajonnan o = 3000 (aikayksik-
koné tunti).

a) Milld todenndkoisyydelld lamppu kestda yli 35000 tuntia?
b) Milla todennékdisyydelld lamppu kestéd alle 20000 tuntia?
¢) Miké on kestoaika, jonka ylittaéd vain 1% lampuista?

Ohje c¢)-kohtaa varten: Matlabissa standardoidun normaalijakauman kertyma-
funtion ki&nteisfunktio saadaan muodossa norminv(p).

! pmy=pesikettid muodostava yksikkd



Mallivastaus: a) P(T > 35000) = 1 — P(T' < 35000) = 1 — @(22000-25000) —
0, 00042906 . . ..
b) P(T < 20000) = & (29000-25000) — (.0477904 . ..
¢) Olkoon t kysytty kestoaika. Koska P(T' > t) = 1-P(T <t) = 1—<I>(t3205[’)%00),
on selvitettava milld ¢:n arvolla
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. Oletetaan tunnetuksi, ettd riippumattomille satunnaismuuttujille X ja Y pé-
tee E(XY) = E(X)E(Y). Miten tasta seuraa, ettd riippumattomille satunnais-
muuttujille Var(X +Y’) = Var(X) + Var(Y)?

Mallivastaus:

Var(X +Y) = E(X+Y)}) -EX +Y)?

= E(X?+2XY +Y?) — (E(X)+E(Y))?

= E(X?)42E(XY) +E(Y?) - E(X)? - 2E(X)E(Y) — E(Y)?
= E(X?) —E(X)? +E(Y?) - E(Y)?

= Var(X)+ Var(Y).

~— —

. Olkoon X normaalijakautuman N (u,o?) mukainen satunnaismuuttuja. M-
ritd todennékoisyydet P(|X — p| > 30) ja P(|X — u| > 50).

Ohje: P(|X —u| <a)=P(—a+pu < X <a+p).

Mallivastaus: Merkit#fin normaalijakauman N (u, 02) kertymifunktiota F(z) =
O(Z4). Tallgin

P(X —p|<30) = P(-304+pu<X<30+pu)=F@Bo+p) — F(=30+ p)
30 +pu—p =30+ p—p
= & ) — )
g g

= &(3) — ®(—3) = 0.9973002039.. . ..

T#llgin
P(|X — p| > 30) =1 —P(|X — u| > 30) = 0.002699796063 . . .

Samoin

P(|X — p| < 50) = B(5) — B(—5) = 0.9999994267 . . .,

josta

P(|X — pu| > 50) = 1 —P(|X — p| < 50) = 0.0000005733031438 ... ~ 5.7- 10"

. Kun heitetdan noppaa 1000 kertaa, saadaan 250 kertaa silméluku 6. Arvioi tal-
laisen tapahtuman todennikdisyyttd olettaen ettd kaikki silméluvut esiintyvét
yhté todenndkoisesti.



Ohje: Mieti aluksi onko todennikéisyyttd helpompi arvioida binomijakauman
vai keskeisen raja-arvolauseen avulla.

Mallivastaus: Tehtavissa lienee helpointa kiyttda binomitodennakdisyytta. Jos
satunnaismuuttuja X merkitsee silmélukujen 6 méarié, on

1000 1\ 250 /5 1000—-250
P(X = 250) = ( 950 > (6> (6> = 5,74852- 10712

. Merkitdan klaavaa 1:114 ja kruunaa 2:lle painottamattoman kolikon heitossa.
Kun kolikkoa heitetddn n kertaa. Olkoon X; imnnen heiton tulos (joko 1 tai
2) sekd X, kaikkien heittojen tulosten otoskeskiarvo. Kiytd suurten lukujen
lakia selvittddksesi kuinka monta heittoa n tarvitaan, ettd P(‘Yn - E(Yn)‘ <
0.1) > 0.999

Mallivastaus: Odotusarvo E(X;) = 5-1+ % 22 = %, E(X?) = %.12 +
ja Var(X;) = E(X?) —E(X;)? =5 - ()* =1

Tallsin E(X,,) = 2 ja suurten lukujen lain mukaan
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. Hyllyissé on tilaa kirjoille yhteensd 120 m. Yhden kirjan paksuus on keskim&a-
rin g = 2 cm ja paksuuden keskihajonta ¢ = 0,6 cm. Arvioi milld todennékdi-
syydelld 5800 kirjaa ei mahdu hyllyihin.

Ohje: Jos X; on kirjan ¢ paksuus, on yhteispaksuus X; + ... + Xsg00. Kéytd
keskeisté raja-arvolausetta.

Mallivastaus: Merkitdan P = X7 + ... + Xss00 (yhteispaksuus, metreind) on
E(P) = 5800 -0.02 = 116 ja Var(P) = 5800 - 0.0062 = 0.2088. T:llsin

120 — 116

P(P>120)=1-P(P<120) =1 — (————
( ) (< ) (0.006\/5800

) =~ 0.



