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Normaalijakauma

Maaritelma

Jatkuvalla satunnaismuuttujalla on standardoitu normaalijakauma,
jos sen tiheysfunktio on muotoa

Talloin kertymafunktio on muotoa

1 X
(x) = 27T/ e+ dr.

Normaalijakaumaa kutsutaan myos Gaussin jakaumaksi ja sen
tiheysfunktion kuvaajaa Gaussin kellokayraksi.
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Normaalijakauma

Integraali
o lt2
/ e 2" dt = V2w

—0o0
on hankala laskea.
Viela hankalampi laskettava on

1 X
(x) = 27T/ e 3 dt.

Aiemmin taulukot, nykyisin ohjelmistot.
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Normaalijakauma

Standardoidulle normaalijakaumalle

E(X)=0ja Var(X) =1ja ®(—x) =1— &(x).

Jos jatkuvalla satunnaismuuttujalla on standardoitu
normaalijakauma, on

o P(X < 1,28) = d(1,28) = 0,8997

o P(X >1,28) =1 — &(1,28) = 0,1003

o P(X < —1,28) =1 — ®(1,28) = 0,1003
o P(X >—1,28) =1 — d(—1,28) = 0,8997
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Normaalijakauma

Yleinen normaalijakauma

Jakaumalla N(p, 0?) tarkoitetaan jakaumaa, jonka tiheysfunktio on

f(x) = 1 e—%(%f

o27

ja tasta johdettava kertymafunktio

Jakaumalle N(y,02) on E(X) = p ja Var(X) = o2.
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Normaalijakauma

Jos satunnaismuuttujalla X on jakauma N(u, c?), voidaan
todennakoisyyksia maarittaa edellisen huomautuksen perusteella.
Jos esim. y=6jac? =05, on

° P(X§7,54):¢(754 ®) = (0,69) = 0, 7549
P(X >7,54) = 1 — &(L2=2) = 0,2451
P(X < 4,46) = ¢(446 ) = ®(—0,69) = 0,2451
( )

P(X > 4,46) = 1 — d(25=5) = 1 — &(—0,69) = (0,69) =
0, 7549
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Normaalijakauma

Led-lampun kestoika T noudattaa normaalijakaumaa, jossa
odotusarvo p = 25000 h ja keskihajonta ¢ = 3000 h. Maaritetaan
seuraavat todennakoisyydet:

o P(T < 20000)
e P(T > 50000)
o P(22000 < T < 28000)
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Satunnaismuuttujien summat

Markovin epayhtalo

Jos P(X <0)=0jaa>0,on

E(X)

P(X > a) < 5

Chebyschevin epayhtalo

Var(X)

P(X ~E(X)| > 2) < =2
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Satunnaismuuttujien yhteisjakauma

Yhteisjakauma

Olkoon p(x, y) satunnaismuuttujien X ja Y yhteinen jakauma ja
f(X,Y) jokin satunnasmuuttujien X ja Y funktio. Talldin

E(f(X,Y)) = Zfoy)pxy

Riippumattomuus

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomat, jos
p(x,y) = px(x)py(y) ja lisdksi samoin jakautuneet, jos px = py.
Jos satunnaismuuttujat ovat riippumattomat, on

o E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)
o E(XY) =E(X)E(Y)
e Var(aX + bY) = a?Var(X) + b? Var(Y).
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Satunnaismuuttujien summat

Otoskeskiarvo, sen varianssi

Jos X1, ..., X, ovat samoin jakautuneita ((i,02)), riippumattomia
satunnaismuuttujia ja

1
X,,:;(X1+...+X,,)

ndiden aritmeettinen keskiarvo (ns. otoskeskiarvo), on
o E(X,) =n-iE(Xy) = p.
o Var((( X1 +...+ Xp))=n- Lo =2
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Satunnaismuuttujien summat

Lause (Suurten lukujen laki)

Jos X1, ..., X, ovat samoin jakautuneita ((u,0?)), riippumattomia
satunnaismuuttujia ja

= 1
X,,:;(X1+...+X,,)

ndiden aritmeettinen keskiarvo (ns. otoskeskiarvo), on jokaista

€ > 0 kohti ,
P(|X, — | > €) < 25 2250,
ne
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Satunnaismuuttujien summat

Heitetaan noppaa n kertaa ja olkoon X; heitolla i saatu silmaluku.
Merkitaan

— 1
X,,:;(Xl—i-Xg-f—...—l-Xn).

Kuinka suuri pitaa heittojen maaran n olla, etta varmasti

P(|Xn — | >0,1) < 0,017
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Satunnaismuuttujien summat

Keskeinen raja-arvolause

Olkoot X; ja X, kuten edellisess3 lauseessa. Suurilla n:n arvoilla
- . e . 2 L
Xn jakautuu likimain normaalijakauman N(u, %) mukaisesti.
Toisin sanoen,

P(X, < x) ~ cp(;‘/_\/‘;)

kun n on suuri.

A
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Keskeinen raja-arvolause

Alueelle suunnitellaan asuntoja tuhannelle perheelle. Perheissa on
0, 1, 2 tai 3 lasta todennakoisyyksilla 0.35, 0.45, 0.15 ja 0.05.
Mika on todennakoisyys sille, etta 1000 koulupaikkaa ei riita alueen
lapsille?

Olkoon X; lapsiluku perheessa i. Talloin E(X;) = 0.9 (laske) ja
Var(X;) = 0.69 (laske). Jos merkitddn L = Xj + ...+ Xio00, on L
(kokonaislapsiluku) satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on

0,9 - 1000 = 900 ja varianssi 690. Tillsin o = /690 ~ 26.3.

Nain ollen

1000 — 900

P(L >1000) = 1—P(L<1000)~ 1 — &( N

)

= 0,0000703499. ..
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Keskeinen raja-arvolause

Eraassa kaupungissa huomattiin etta 344 kaikista 747:sta
kuolemantapauksesta oli sattunut korkeintaan 3 kk syntymapaivan
jalkeen. Mika on tallaisen todennakoisyys jos kuolemantapaukset
jakautuvat tasaisesti?

Jos kuolemat jakautuisivat tasaisesti, pitaisi naita olla 3 kk
syntymapaivan jalkeen noin 747 - % = 186, 75. 344 on kuitenkin
noin 1, 8-kertainen tahan nahden.

Maaritetaan todennakaisyys P(X > 344) silld otaksumalla, ettd

p = 0,25 on todennakoisyys kuolla mina hyvansa 3 kuukauden
ajanjaksona.
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Keskeinen raja-arvolause

Binomijakauma

Binomijakauman perustella voidaan laskea

747 747
MX2M®:§:<k>Q%KQmW4.
k=344

Suorassa laskussa voi tulla paljon poyristysvirheita. Varianssi

np(l — p) = 747 -0.25 - 0.75 = 140, 06, joten keskeinen
raja-arvolause antaa

P(X >344) = 1-P(0< X < 343)
343,5 — 186,75 —0,5— 186,75
~ 1 (o(== ) (2
( ( /140, 06 ) — o /140, 06 ))
— 1,09491 - 10% = 0,00000000. .. 000109491 . . .

Vrt. Suoraan binomijakauman perusteella laskettu arvo on
1,19478 - 10735,

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 16 of 16



