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Entropia

Maaritelma

Lahtokohtana on diskreetti satunnaismuuttuja X, joka voi saada n
arvoa xi, ..., X, todennakoisyyksilla p1, ..., pp.

Jakauman py, ..., pn, Shannon-entropia on

H(p1, ..., pn) = —K(p1Inpr + ...+ pslnpp),

missa K > 0 on vakio. Jos K = ﬁ sanotaan entropiaa
binaariseksi. Talloin 'I’:]’;" = log, p;. Maaritellaan lisaksi 0-In0 = 0.
Jos diskreetilla satunnaismuuttujalla X on jakauma py, ..., pp,

merkitaan yllaolevaa entropiaa myos H(X):I13.
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Jos kaikki arvot x; ilmaantuvat samalla todennakoisyydella % on

1

1 1 1 1 1
H(=,....2)=—(=logy = +...+=log, =) = | .
(=, ,n) (n ogy  + +nogzn) ogyn

n
Tama merkitsee sita, etta satunnaismuuttujan X esittaman viestin
valittamiseen tarvitaan keskimaarin log, n bittia.

Jos satunnaismuuttuja X saa arvon x; todennakoisyydella 1 ja
muut arvot xp, ..., X, todennakoisyydella 0, on

H(X)=—(1-logy1+0-log,0+...40-log,0) =0
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Satunnaismuuttuja X saa kaksi arvoa xp ja x;, molemmat
todennakoisyydella % Talloin

1

2 v
Satunnaismuuttuja X saa arvon xp todennakoisyydella % ja arvon
x1 todennakaisyydellsd 3. Tallin

1 1 1
H(X) = —(5 logs 5 + 5 log, 5) =1

1 1 3 3
H(X) = —(1 logz  + 7 logz Z) =0,811278...

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 8 4 of 14



Entropia

Oletetaan etta reaaliarvoinen funktio H(p1, ..., py) toteuttaa
seuraavat ehdot:
e H(pi,...,pn) on symmetrinen ja jatkuva

o H(%,...,1) on ei-negatiivinen, aidosti kasvava
° Todennak0|snyJakaum|I|e (p1s---,pn)ja (g1,---,9m) on
voimassa
H(p1, ..., pn) + PaH(q1, ..., qm)
- H(P17-~-7Pn—1aPnQI7-~-aPan)-
Talloin

H(pi,....pn) = —K(prInp1+ ...+ pnlnpy),

missa K > 0 on vakio.
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Yhdistetty entropia

H(X,Y) == p(x,y)log, p(x,y)

Ehdollinen entropia

HX yj) ==Y p(x | y)logy p(x | ;)

HIX|Y) = pyj)H(X | y))

Informaatio

I(X | Y) = H(X)— H(X | Y)
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Maaritelma

Mikali n-pituinen jono satunnaismuuttujan X arvoista muodostuvia
viesteja voidaan koodata m = | rn]-pituisilla bittijonoilla, sanotaan,
etta koodaus onnistuu tahdilla (rate) r.

Shannonin lause

Jos r > H(X), on mahdollista koodata X:n arvot binaariseen
aakkostoon tahdilla r siten etta dekoodausvirheen todennakoisyys
|ahenee nollaa.

Jos r < H(X), edellamainittu koodaus ei ole mahdollista, vaan
dekoodausvirheen todennakoisyys lahenee ykkosta.
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Shannonin lause

Maaritelma

Binaarisen symmetrisen kanavan kapasiteetti on

C(p) =1— Ha(p),
missa p on kanavan virhetodennakoisyys.

Koodin C, informaatiosuhde on

_ log, |Cn‘
=,

R(Cr)

Shannonin lause 2

Jos p < %ja R < C(p) ja € > 0, niin on sellainen rajaluku
N = N(p, R,€), ettd aina kun n > N, niin on olemassa n-pituinen
binaarikoodi C, jolle R(C,) > R ja P, (Cp) < e.
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Estimointi

Lahtokohdat

@ Havainnot xi1, ... x, jostakin ilmiosta.

o Tyypillisesti ei tiedeta miten havainnoitava ilmio on
jakautunut.

i:s havainto x; on satunnaismuuttujan X; arvo.
Satunnaismuuttujat X; riippumattomat.
Satunnaisotos: X1, Xo, ..., X,.

Pyrkimys: Hyvat arviot ainakin odotusarvolle E(X;) = p ja

varianssille Var(X;) = o2,
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Estimointi

Odotusarvo

Otoskeskiarvo ]
X, = ;(X1+...+X,,).
Talloin .
]E(XT,) = (E(X1) + ...+ E(Xn)) = u.

Tata ominaisuutta sanotaan harhattomuudeksi
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Estimointi

1 1
Var(X,) = Var(;Xl)—i-...—FVar( Xn)

n

1 1
= Var(Xy) +...+ = Var(X,)

T3lléin sanotaan, ettd X, on tarkentuva estimaattori.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 8 11 of 14




Estimointi

Koska
02 = Var(X;) = E(X?) — E(X;)? = E(X?) — 112,
on
E(X?) = 02 +
Samoin
0—2 = Var(X,) = E(Xn2) = E(Xn)2 = IE(Xn2) — 12,
josta
E(G) = &+ 42
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Estimointi

n

E(Y (Xk = Xa)?) = (n—1)0”.

k=1
Taman vuoksi maaritellaan otosvarianssi

n

1 _
S2 = o D (X — Xa)?,
k=1
jolloin
E(S2) = 2.

S2 on siis harhaton. Myds tarkentuva: Var(S2) = £ + n(3n__”1)04.
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Luottamusvalit

Jos satunnaismuuttujat Xi, ..

., X, ovat jakautuneet N(u,o?)
mukaisesti, on

Xn —
5/f

jakautunut jakauman t(n—1) (Student’s t-distribution) mukaisesti.

T —

Olkoon a € (0,1) ja a sellainen, ettd P(—a< T <a)=1-—«.
Talloin

— Sn — Sn
P(X,—a—= < u<X, —)=1-—aq.
( = H= +aﬁ) @

Jos esim. a = 0,05, on kyseessa 95% luottamusvali. Huom.
Tyypillisesti merkitaan a = t,_1.,/2-
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